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DES ÉQUATIONS. 

9 

Hj qu ation en algèbre est la double expression, 
d' une même quantité ; 7 + 3 = 6 + 4 est mie 
équation,parce que 7+3 et6 + 4 sont deux exprès^ 
sions d'une même valeur égales au nombre 10. 
Les équations sont les instrumens que l'al- 
gèbre emploie pour la résolution des problêmes 
de mathématiques. Quand elle est parvenue à 
former une équation dans laquelle l'inconnue, 
occupe seule un membre de l'équation , et les 
quantités comiues le second, telle qn^xz=:j^ 
le problême est résolu ^ parce que l'inconnue 
cesse de l'être, étant égale à un^ quantité con- 
nue. C'est à une pareille équation qu'il faut 
toujours rappeler en dernière analyse les équa- 
tions les plus composées. 

2- 1 



L'art des équations consiste à les former et 
à dégager l'inconnue des quantités dont elle est 
affectée. La formation des équations n'est sus- 
ceptible d'aucune règle fixe ; elle dépend de la 
manière d'envisager la question , d'en saisir les 
rapports, n'exprimer que les nécessadres, re- 
jeter les superflus. Il n^en est pas ainsi du dé- 
gagement qui est soumis à des règles constantes. 

Une incoiuiue peut être engagée avec d 'autres 
quantités par addition , soustraction , multipli- 
cation, division, etc. conjointement ou sépa- 
rément. Nous donnerons les règles pour dé- 
gager l'inconnue , en présentant des exemples 
simples , parce que dans ceux-ci réside la théo- 
rie du calcul, comme dans les plus composés. 

Soit x+5=zjj équation dans laquelle x est 
engagée par addition du nombre 3. Pour dé- 
gager l'inconnue x de ce nombre 3, il est cons- 
tant qu'il en faudra faire la soustraction dans 
l'un et l'autre membre, ce qui donnera ^4-3 
• — 3==7 — 3; et parce que +3 — 3=o, et 
7 — 3 = 4, on aura pour l'équation réduite et 
l'inconnue dégagée, a: = 4, Il est certain que par 
cette opération l'égalité n'est point rompue, la 
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diminution qui s'est faite dans chaque membre 
étant la même. U en est de l'égalité dans les 
équations , comme de l'équilibre dans une ba- 
lance , qui se conserve toujours , soit que l'on 
charge ou que l'on décharge les bassins d'un 
poids égal de part et d'autre. 

Soit OD — 3 =4 9 équation dans laquelle l'in- 
connue est engagée par voie de soustraction. 
Pour l'en dégager, on ajoutera +3 de part et 
d'autre, ce qui donnerai — 3+3 = 4+3; et 
parce que — 3+3=: o, et 4+3 = 7, on aura, 
pour l'inconnue dégagée, a; =7. 

Soit 3^z=: t8, équation dans laquelle x est 
engagée par voie de multiplication. Pour la dé- 
gager , on emploiera l'opération contraire , qui 
est la division. On divisera en conséquence 

par le nombre 3 l'un et l'autre membre , ce qui 

- 3a) 18 3x 18 

donnera -^ =-0- ; et parce que -^ zzx^ et -0- = o, 

on aura œ=r6 ^ équation dans laquelle x est 
entièrement dégagée. 

X 

Soit -ô- =Ç, équation dans laquelle x se trouve 

, engagée par voie de division. Pour en faire le 

dégagement, on multipliera chaque terme de 



4 L^AIiGÊBR]^ 

l'équation par 3, et il viendra -^ = 6x3; et 

parce que -ô-=a;,et6x3 = i8, onauraa:=:io 

pour le dégagement de l'inconnue. 

Soit^a:= + i6, équation dans laquelle la 
racine œ se trouve engagée dans sa seconde 
puissance. Pour l'en dégager , on extraira la 
racine de chaque membre de l'équation , ce 
qui donnera ^ = 4^ inconnue dégagée. 

Soit l'équation \/œ:=z + 3, équation dans la- 
quelle oc se trouve sous le signe radical cubique. 
Pour la dégager , on élèvera chaque membre 
à la troisième puissance , et l'on aura x = 27 
pour l'inconnue dégagée. 

Soit jo;— 4 = 20^+6? équation dans laquelle 
œ se trouve engagée par addition, soustraction , 
multiplication et division. Poiu: la dégager, on 
multipliera les deux membres de l'équation par 
3, ce qui donnera gœ — I2,i=:i6x+i8. On re- 
tranchera Sac de part et d'autre ; il viendra 
5ûo — i2 = -|-i8. On ajoutera + 12 à chaque 
membre ; l'on aura 3^= +3o. Finalement , on 
divisera chaque membre par 3, et l'on ob tien- 
dra ^:=+ 10, équation dans laquelle œ occu- 
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pant seule le premier membre^ se trouve en- 
tièrement dégagée. 

Les dégagemens ci-dessus sont dans l'ordre 
positif; les suivans seront dans l'ordre négatif 
et en suivront les règles ; par exemple, 

— -ô = — 6 —^=—6x3 et — 07=— i8 
—0:0;=: — 16 — a; = >/— 16 et — œ=zz — 4 
y/^xzz:: — 3 — a;=: — 3X9 ^^ — a;= — 27 

Soit — |o;+4= — 20;-^— 6, on aura — gx 
+ 12 = — 6x — 18. Ajoutant 6œ de part et 
d'autre , il vient — 3o? + 1 2 = —18; retranchant 
+ 1 2 de l'un et l'autre membre , on a — 3a?z; — 3o. 
Finalement divisant par 3, on trouve — a:z= — 1 o, 
inconnue dégagée dans une acception contraire 
à la positive. 

Les équations prennent leur dénomination 
du degré de l'exposant de l'inconnue. Si l'ex- 
posant de a? est 1 , l'équation est du premier 
degré ; si l'exposant est 2 , elle est du second , 
.^i3 du troisième, si 4 du quatrième, et ainsi 



6 li'AIiGÈBRB 

des autres. Nous traiterons des équations sui- 
vant l'ordre de ces exposans. 

EQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 

Les équations du premier degré sont celles 
dont Texposant de l'inconnue est l'unité. Telles 
sont les équations précédentes qui ont été pro- 
posées toutes formées , pour servir d'exemples 
au dégagement , mais dont la formation dépend 
de l'énoncé des questions suivantes. 

Trouver un nombre , auquel ayant ajouté 3 , 
la somme soit 7. Supposant ce nombre a:, il 
suffit , pour former l'équation, d'ajouter 3 à la 
lettre ac , et d'égaler cette expression au nom- 
bre 7, en cette sorte, x+dzzi'j. 

Trouver un nombre , duquel ayant retranché 
3 , la différence soit 4. Pour former l'équation , 
on retranchera 3 du nombre inconnu œ ; cette 
différence égalée à 4, donnera ce — 3=4. 

Trouver un nombre , lequel multiplié par 3 , 
le produit donne 18. Pour former l'équation , 
on multipliera l'incomiu par 3 ; on égalera le 
produit à 18, ce qui donnera 3 a: =18. 

Trouver un nofnbre , lequel divisé par 3 , 



SELON SES YKAl s PRINCIPES. 7 

donne 6 pour quotient. Pour former Péquation, 

il suffit d'indiquer la division de œ par 3 , et 

égaler l'expression au nombre 6 j comme il 

•*. ^ ^ 
suit,Tr=o. 

Pour énoncer ces mêmes équations dans 
l'ordre négatif, on dira : 

Trouver une quantité négative , à laquelle 
ayant ajouté — 3 , la somme soit égale à — 7. 

Trouver une quantité négative , de laquelle 
ayant soustrait — 3, la différence soit égale 
à — 4« 

Trouver une quantité négative , laquelle 
multipliée par 3 , le produit soit — 18. 

Trouver une quantité négative , laquelle di- 
visée par — 3 , lé quotient soit + 6. 

Si on demandoit le nombre auquel ayant 
ajouté + i5 , la somme soit + 10 , le problème 
seroit dans l'ordre négatif, et s'écriroit comme 
il suit , — X + i5z=z + 10; soustrayant i5 de 
part et d'autre , on auroxt — aî= — i5 + io, 
et — x:= — 5. Résolution aussi réelle et aussi 
vraie que celle qui résulteroit du problême 
suivant: Trouver le nombre auquel ayant ajouté 
5, la somme soit +10, on auroit 0^+5=; + 10, 
et x^:z+5. 
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PROBLÊME PREMIER. 

Trouver un nombre tel que son double 
éta ù retranché de 8 , et ce même nombre 
étant retranche une seule fois de 6^ le premier 
reste soit égal au second. 

RESOLUTION. 

Soit X le nombre cherché. Son double re- 
tranché de 8, donnes — q,oc pour le premier 
reste. Le même nombre retranché une seule 
fois de Q , donne 6 — x pour second reste. 
Égalant le second au premier , on formera l'é- 
quation 8 — ix-^zi6 — X. Ajoutant 2 or de part 
et d'autre, il vieiït 8=6 + ^. Retranchant 6 
de chaque membre , on a 8 — 6=^. Réduisant 
l'expression, on obtient finalement a;= 2. En 
effet, le double de a , qui est 4 , étant retranché 
de 8 , le reste est 4* Le même nombre 2 re- 
tranché une seule fois de 6 , donne 4 , second 
reste égal au premier , comme l'exigent les 
conditions du problême. 
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PROBLÊME II. 

Trouver un nombre négatif tel que sort 
double étant retranché de — 8, et le même 
nombre étant retranché une seule fois de —6 , 
le second reste soit égal au premier. 

RÉSOLUTION. 

Soît — cc\e nombre inconnu. —2 a; sera 
son double , lequel retranché de — 8 , don- 
nera — 8 20? pour premier reste. .Le 

même nombre — x retranché de —6, donnera 
— Q X pour second reste. Égalant le se- 
cond au premier , on formera l'équation — ^ 

— — '^x-rza — S X. Ajoutant — ^x de 

part et d'autre , il vient — 8= — 6 — x^ Ajou- 
tant +^ à. chaque membre , on a —8+6=— a?. 
Réduisant l'expression , on trouve finalement, 

— a; =: -7- 2 , qui satisfait au problême ; car 
— 8 + 4 î premier reste ,= — 49 ^t: — 6 + 2 , 
second reste, pareillement == — 4 7 comme ^ 
l'exigent les conditions du problême. 

On voit par ces exemples , quoique simples, 
que l'ordre négatif est susceptible d'un cêJcuI 
2. 2 



aussi régulier que l'ordre positif, ce qui est 
conforme à Fidée que Ton doit se former des 
quantités négatives , qui ne diffèrent des posi- 
tives que parce qu'elles doivent être prises dans 
une acception contraire. Quant à la réalité , 
elles sont aussi réelles que les positives , la 
direction du sud au nord étant aussi réelle que 
la direction du nord au sud , puisque Ton peut 
prendre indifféremment Tune ou Pautre de ces 
directions pour positive ; et le choix fait , la 
direction opposée devient négative. 

PROBLÈME III. 

Partager ii5 en deux parties ^ telles que la 
plus grande contienne l^gfois la plus petite. 

KisOLUTION. 

Soit X la plus petite partie , 25 — a; fera 
la plus grande ; comme la plus grande doit 
contenir 49 fois la plus petite , divisant la plus 

grande a5— -a? par x.^ on aura pour 

X 

quotient , lequel indiquera combien de fois la 
plus petite partie x est contenue dans la plus 



SELOÎf SES VRAIS PRINCIPES. Il 

grande ; et parce qu'elle doit y être contenue 
45 fois , on aura 1 équation = 40. Mul- 

X 

tipliant par :r , on a 25 — jr zz= 49^:; ajoutant x il 
vient 25 z^ 5o^. Divisant par 5o on trouve ^=x; 
réduisant la fraction à son plus petit dénomi- 
nateur , on a finalement , at z= ^ pour la plus 
petite des deux parties , et 24 7 pour la plus 
grande, qui contient 49 fois la plus petite f- 

PROBLEME IV. 

Un père qui a trois /Ils laisse en mourant 
1600 écus à partager, à condition que le pre- 
mier aura 200 écus déplus que le second, que 
le second aura 100 écus de plus que le trai- 
sième. On demande quelle doit être la part de 
chacun ? 

RÉSOLUTION. 

Soit X la part du troisième. Le second 
devant avoir 100 écus de plus, sa part sera 
exprimée par :t+ loo. La part du premier , qui 
doit avoir 200 écus de plus que le second ^ 
sera a:+3oo. Ces trois parts devant former la 
somme de 1600 écus, on aura Téquation 3ar+. 
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400=1600. Soustrayant 400 de chaque membre, 
on a 5x=zï2.oo; divisant par 3, on trouve 
:^z=:4oo. La part du troisième sera donc de 
400 écus , celle du second de 5oo , et celle du 
premier de 700; ces trois parts réunies font 
exactement 1600 écus. 

PROBLÊME V. 

Trouver un nombre tel que si on y ajoute 
sa moitié^ la somme surpasse 60 d'autant 
d'unités que le nombre lui-même est surpassé 
par 65. 

HÉSOLUTION» 

Soit X le nombre cherché. Si on lui 
ajoute sa moitié, on aura x+^x. Par les con- 
ditions du problême, il faut qu'il y ait une 
même différence entre cette somme et 60 , 
qu'entre 65 et le nombre cherché , ce qui don- 
nera cette équation , a:-J- ^ x — ffo == 65 — :r ; 
ajoutant x dans chaque membre, on a ^x — 60 
î=: 65; ajoutant 60 il vient |- a: = laS. Divisant 
par 5, on trouve ^a: =25. Multipliant par 12, 
on a AT = 5o , nombre cherché. En effet, si on 
ajoute à 5o sa moitié , qi4 est a5 , on a 75 qui 
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surpasse 60 de i5 unîtes. Si on soustrait le 
nombre cherché 5o de 65, il reste i5, même 
différence qu'entre 76 et 60. On voit par là que 
le nombre cherché 5o ajouté à sa moitié 25, 
surpasse 60 d'autant d'unités que 5o se trouve 
surpassé par 65, 

PROBLÊME VI. 

TJncourieresbparddeParisilyahuitheures^ 
et il fait trois lieues en deux heures. On envoie 
un autre courier après lui qui fait neuf lieues 
en trois heures. On demande où le second 
courier atteindra le premier? 

RÉSOLUTION. 

Soit X la distance du point de départ du 
dernier courier au point de rencontre, c'est- 
à-dire , le chemin qu'il aura fait pour joindre 
le premier courier. Il est évident que ce chemin 
est égal à celui que le premier courier a fait 
pendant les huit heures d'avance, plus au chemin 
qu'il a parcouru pendant la course du second. 
Pour avoir le chemin que le premier a fait pen- 
dant huit heures , «n parcourant trois lieues en 
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deux heures, on fera cette proportion, 2 heures 

2 8 heures : : 3 lieues : t2 lieues. 

Pour avoir le chemin qu'a fait le premier 
Courier pendant le temps de la course du se- 
cond, on cherchera le temps que le second 
Courier a employé à faire le chemin x; et parce 
que ce second courier fait neuf lieues en trois 
heures , on fera l'analogie suivante pour avoir 
l'expression du temps qu'il a employé ; giîeues . 

j^iieucs . ; 3heurcs . — ^ Ce quatrième terme est 

l'expression du temps employé à la course du 
second. Pour trouver le chemin que le premier 
courier aura fait pendant le temps — , on fera 

l'analogie 2''«"'« : — : : 3ï»««" . ^ 

QX 

Ce terme -^ exprime le chemin que le pre- 
mier courier a fait pendant le temps — de la 
course du second. Si on joint les douze lieues 
d'avance du premier courier au chemin -^ qu'il 

a fait pendant le temps de la course du second, 
on aura le chemin parcouru par le second pour 
atteindre le premier, ce qui donnera l'équation 
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gx 
^=12 + -^, ou i8x=2i6+9-^' Retranchant 

! gx de part et d'autre , on a gx^z^iSj et divi- 

sant par 9, il vient xzzzti^; ce qui indique que 
le second courier atteindra le premier à vingt- 
quatre lieues du point de son départ, 

PROBLÊME VII. 

I 

La sommeo. de deux quantités étant donnée^ 

et leur différence b , trouver ces quantités. 

l«re RÉSOLUTION. 

Soit a: la plus grande, y la plus petite. On 
aura pour leur somme , ^+j^=:^z, x — ^/=^ 
pour leur différence. Prenant la valeur de x 
dans la seconde équation, on a xzzih -^y; 
substituant cette valeur de x dans la première, 

il vient è + j + j = ^ , «ou Q.yz=ia — ^ , et 

* a — b 
y:=zi pour la plus petite des quantités. 

I Substituant dans l'équation primitive x-^-y^za 

\ a — h . 4X-^h 
l'expression — : ^ valeur de/, on auxa^r H 

•z=za; faultipliant par 2, il vient^éOj— ^-|-2x:=:2^, 

a-^h 
ou 2;c = a + ^, et ;«: = pour la plus grande. 
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a* HÉSOLUTIOTT. 

Après avoir formé les deux équations x+y 
=:^z, etx — y=zb j on ajoutera les deux pre- 
miers membres ; on égalera la somme à celle 
des deux derniers , ce qui donnera 2xz=:a+b; 

divisant par 2 , il vient x = . Pour avoir la 

plus petite^ on retranchera la seconde équation 
X'-^yz^ib de la première X'\-yz=z.a^ ce qui 

donnera 2j^= a^^b^ et divisant par 2 on a 

a-'b 
y = , valeur de la plus petite. 

3® RÉSOLUTION. 

On extraira de chacune des équations une 
valeur de .r; et des, deux valeurs qui en ré- 
sulteront , on en formera une équation , comme 
il suit, X -^ç- y -zzia^x — y z=zb ; extrayant x 
de part et d'autre , on a :t = ^ — y , et x 

z=zb -{-y j dont on formera l'équation a — y 

a^b 

= ^+JKi o^ 2^=:ût— ^,.et ^= pour 

2 

la plus foible ; cette expression substituée dans 
x+yzna , donnera X'-\ ::zza ; multipliant 
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par 2 , il vient zx+a — bz=z2.a^ ou 2.xz=za+b, 

a+b 
et :t-=:2= pour la plus forte. Une chose à 

^ . ' a+b 

remarquer d£tns les équations x z=z , et 

7 2 

j^== , est que la plus grande des deux 

quantités est toujours égale à la moitié de la 
somme plus la moitié de la différence ; et que 
la plus foible y est toujours égale à la moitié 
de la somme moins la moitié de la différence. 

Pour faire une application de ces formules 

a'\'b a^h 

xzzz , et j=z: • à des cas particuliers,. 

2 2 

supposons , par exemple , qu'il s'agisse de 
trouver les valeurs de deux quantités dont la 
somme est 60^ et la différence 10; substituant 

dans les formules 60 en place de ^z , et 10 eu 

60 -f- 1 o 70 
place de b^ on aura xz=: =z — =35 

2 2 

60—10 5o 
pour la plus grande , et j= — — = — = 25 

22 

pour la plus foible. 



3 
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PROBLÊME VIII. 

La somme — a û?^ deux^ quantités négatives 
étant donnée^ et leur différence ''^h , trouver 
-ces quantités. 

RÉSOLUTION. 

Soit — a: la plus grande en nombre d'u- 
nités , et — 7 la plus petite , leur somme 
sera — ^— -^=: — a^ et leur différence — jl- 

— — ^ = -— Z^; ajoutant les premiers membres 
des deux équations, et égalant leur somme à 

celle des deux seconds , on aura — o.x'zzz — a 

-^a^b 

— Z> , et — ;t= pour la plus grande 

en nombre d'unités *, soustrayant la seconde 
équation de la première , il viendra — 2jz=: 

— a-\- u ^ et — ^= -— quiseralaplus 

petite. 

Pour faire l'application de ces formules à 
des valeurs numériques , supposons qu'on de- 
mande quels sont les nombres dont la somme 
est — 6o j et la différence — lo ; faisant — 6o 
=— a, et — 10=— Â, on substituera ces nom- 
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bres dans les formules qui donneront — xzzz 

—60—10 70 
= = — 35 pour la plus 

grande en nombre d'unités , et la plus foible 

—60 10 5o 

eu Videur , et — r = — = — — = 

^ -2 2 

— 25 pour la plus petite en nombre d'unités , 
et la plus forte en valeur ; sur quoi il faut 
observer que plus les quantités négatives aug- 
mentent en nombre , plus elles diminuent en 
valeur; parce que plus elles augmentent en 
nombre , plus elles effacent d'unités positives , 
et moins il reste de valeur. Au contraire , plus 
elles diminuent en nombre , moins .ellps en 
détruisent , et plus la valeur augmente. L'exr 
pression + 16 — 4=1+12 , qui ne contient que 
quatre unités négatives , a plus de valeur que 
l'expression +16 — io=+6, qui en contient 
10 , puisque cette dernière n'a que la moitié 
de la valeur de la première. 
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PROBLÊME IX. 

Deux personnes ont ensemble 216 /zV. ^ /^ 
première dépense le tiers de ce quelle a, la. , 
seconde en dépense le quarts et la somme de 
leur dépense est de 64 l^^* On demande coni^ 
bien Vune et Vautre avoient d^ argent et coni^ 
bien chacune a dépensé ? 

RÉSOLUTION. 

Soit X l'argent de la première ^ y celui de 
la seconde personne. Par la première con- 

ditîon , X + j=:2i6. Par la seconde, -7^ + — 
=:6'4 ; extrayant de chaque équation une va- 

leur de x^ on a Ar==:2ie — y^ et 0;:=; • ^— ; 

4 
égalant ces deux valeurs de a: , il vient 216—-^ 

768— 3j 

;22 ^ j multipliant par 4 , l'équation se 

4 
change en 864 — 4;'==7^8 — 3/ î ajoutant I\y 
de part et d'autre, on a 864 = 7^8+^, ou. 
864 — 768=/; et j=:c;ff, argent de la seconde 
personne. Substituant cette valeur 96 eu place 
de y , dans réquatiou Ar-f r=:2i6 , réquatioix 
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devient :r-(-96*=:2i6 ; finalement a:=i20 , ar- 
gent de la première. 

Pour vérifi.er l'opération , on ajoutera 1 20 
à c)6 , ce qui donnant 216 livres , remplit la 
première condition. On ajoutera pareillement 
40 , qui est le tiers de la dépense de la pre- 
mière personne , à 24 , qui est le quart de la 
dépense de la seconde , et la somme 64 rem- 
plira la seconde condition. 

Si un problême du premier degré renfermoit 
plus de deux inconnues , après avoir formé 
autant d'équations qu'il y a d'inconnues , on se 
conformeroit à la règle générale ci-après. 

Onprendra dans chaque équation la "valeur 
d'une même inconnue; on égalera Vune de ces 
^valeurs à chacune des autres y et Von aura 
une équation et une inconnue de moins. On 
traitera ces nouvelles équations comme on a 
traité les premières y et Von aura encore une 
équation et une inconnue de moins. On côn* 
tinuera de la même façon, jusqu'à ce qu'on 
parvienne à n'avoir plus qu une inconnue. 
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ÉQUATIONS PURES DU SECOND DEGRÉ. 

Les équations pures du second degré sont 
celles qui ne renferment que les secondes 
puissances de l'inconnue , comprises sous la 
formule xx-zzLaUy 

L'auteur de l'Analyse déterminée, pag. 519 

et 520 , donne xx-^i — pour formule des équa- 

tions pures ou incomplètes du second degré , 
dans laquelle il distingue trois cas; !<>. ce quand 

— est un nombre carré , comme dans xx-zzxlvL • 

qui donne jc=:i2 ; oP. quand xx n'est pas un 
carré , comme dans xx-zzlxq,^ dans lequel cas 
il faut se contenter de l'expression A:=i:y/i2^ 
dont la valeur ne peut se déterminer que par 

approximation; 3^. quand— devient un nombre 

négatif ; alors la valeur de x est tout - à - fait 
impossible et imaginaire ; et ce résultat prouve 
que la question qui a conduit à une telle équa- 
tion , est impossible d'elle-même. » 

Réf. Des trois cas distingués par l'auteur , 
le premier est le seul vrai et légitime , parce 
qu'il y a une entière analogie çntre le signe 
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et la chose signifiée. 144 qui est un carré 
parfait , est exactement représenté par xx , 
signe représentatif d'un carré rigoureux. Dai:^ 
le second cas, il est signe représentatif de 12, 
qui n'est pas un carré , mais un rectangle , le- 
quel ne peut être représenté généralement que 
par xyzzuih^ ou déterminément par xyi=2^ x 4 j 
équation - produit composée de deux facteurs 
inégaux , laquelle peut se résoudre enr^=4 X 3, 
raison pour laquelle les équations-produits du 
second degré sont toujours susceptibles de 
deux solutions , tandis que les équations-puis- 
sances ne sont susceptibles que d'une seule , 
comme nous le ferons voir en traitant des 
équations complettes du second degré. Quant 
au troisième cas , où. l'auteur dit , que lorsque 
— devient un nombre négatif, la valeur de x 
est tout-à-fait impossible et imaginaire , tout 
esprit juste et exempt de préjugés , ne trouvera 
pas plus de difficulté à extraire — 12 de — 144 , 
qu'il en trouveroit à extraire -f-i2 de 4-144 y 
l'un et l'autre carré résultant de 1 2 répétitions 
de leur racine. 

Le même auteur ajoute , ce que toutes les fois 
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qu'il est question d'extraire la racine carrée 
d'un nombre, cette racine a toujours deux va- 
leurs , dont l'une est positive et l'autre néga- 
tive. Qu'on ait l'équation 0:^=49, la valeur de 
.T ne sera pas seulement -j-y, mais aussi— 7, 
ce qu'on indique par +^ 7. m 

Bjép. Le sentiment de Fauteur sur les quan- 
tités négatives est , qu'elles sont au dessous de 
rien, et d'autant plus rien, que le nombre est 
plus grand ;< ainsi — 12 est six fois plus rien 
que — 2. Cela étant , la valeur de oc dans 
l'exemple proposé , a;=: Hh 7, a deux valeurs, 
l'une qui est de7 unités au dessus de rien, l'autre 
.de 7 unités au dessous, qui ont les unes et les 
autres la propriété de résoudre la même ques- 
,tion. On a peine à comprendre comment on 
a pu parvenir à faire recevoir des suppositions 
si contraires à la raison ; comment on a pu se 
familiariser avec des racines imaginaires, nom- 
bres impossibles, et cependant delà plus grande 
utilité , parce que, dit on , elles sont des signes 
d'insolubilité d'un problême ; tandis qu'il n'y 
a rien de plus faux, et qu'elles ne servent qu'à 
déshonorer l'algèbre , et inspirer des terreurs 
' paniques aux calculateurs. 
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PROBLÊME PREMIER. 

Trouver un nombre dont la moicié muU 
tipliée par le tiers fasse 24* * • 

RÉSOIiUTIOir. 

Soit ce nombre x^ sa moitié est^ar, son 
tiers Y X. Multipliant \ x par y ^ , on aura \ xx; 
et paxpe que ce produit doit égaler 24 , on 
formera l'équation ^^jc= 24- Multipliant par 
6 , on a *:t: =î 44 ; extrayant la racine , on trouve 
^=+12, rien de plus, 

L'auteuT'. de l'Analyse déterminée , dont ce 
problême est extrait, donne Jtr=: +112. Il ajoute, 
que si on prend xzzz — 12, sa moitié sera — 6 , 
et son tiers -^4» dont le produit est également 
34, Erreur de principe dont il faut se garantir, 
parce que le produit est — 24, résultat de — S 
par + 4 , multiplicateur positif. La vérité de ce 
produit — 24 se prouve, parce qu'il est de même 
'espèce algébrique que son multiplicande -— 6 , 
et que tout produit doit être, de même espèce 
que son multiplicande. 

a. :4 
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l>ROBLÊM£ II. 

On demande le nombre dont la moitié 
multipliée pdr le tiers fasse '•^2.1^% 

RÉSOLUTION. 

Puisque Ton demande un produit négatif^ 
la racine ne peut être que négative. Soit donc 
Tinconnue — a: , sa moitié sera — ^ a: , et 
son tiers — -j a:. Pour former le produit de 
ces deux quantités , on changera le signe — 
du second facteur en signe + 1 afin d'avoir un 
multiplicateur abstrait positif, ce qui donnera 
— t^XyJcï::^:— ^ xx; et parce que ce produit 
doit égaler— 24, on formera l'équation '^^xx 
=— a4- Multipliant par 6 , on a — jcx ssr— 144. 
Extrayant la racine de chaque membre, il vient 
fin,alement— -:r=: — 12, qui rempUt les con^ 
ditions du problême. La moitié de — 12 est — 6^ 
le tiers est — 4 » lequel en qualité de multipli ^ 
cateur , devient +4^ et multipliant — 6 , donne 
pour, prodxilt — a4 > comme il étoit proposé. 
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PROBLÈME III. 

On cherche un nombre tel queny ajoutant 
5 et en en retranchant 5 , le produit de la 
somme par la différence soit = gff. 

RÉSOLUTION. 

Soit ce nombre x. Si on y ajoute 5 , on a a: + 5 ; 
si on en retranche â , on a a; — 5 ; le produit de 
ces deux quantités devant égaler gS, on aura 
Téquation ocx — 25 ^ 96 ; ajoutant 26 , on a 
œac^niQ,!. Extrayantlaracine,ilvient 05 = 11, 
nombre qui , en lui ajoutant 5 , donne 16 \ 
et en en retranchant 5 , donne ff , dont le pro- 
duit 16 X 6 est 96, selon les conditioias du pro* 
blême. 

PROBLÊME IV. 

On cherche un nombre tel queny ajoutant 
— 5 et en en retranchant ^^ 5 , le pj^oduit do 
la somrne par la différence soit égal à •— gS*, 

RÉSOLUTION. 

Soit ce notabre — 00. Si on y ajoute — 5 , on a 
—a; —5; si on en retranche— 5, on a— a?— 5 1 
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le produit de ces deux quantités devant égaler 

— q6 , on aura l'équation — ce — 5 x +^ — 5 , 
ou— ^^+25 = — g6. Retranchant + 25 de 
part et d'autre , on a — xx = — - 121 ; et ex- 
trayant la racine , il vient — ^=—11, valeur 
requise; car si on ajoute —5 à — 11, on a — 16, et 
si on retranche — 5 de — 11, on a — 6, dont 
on changera le signe pour former le produit 

— 16 X +6 qui est = -— 96 , comme Texige 
l'énoncé du problême. 

PROBLJÊME V. 

Trouver un nombre tel qu'en V ajoutant à 
10^ la somme multipliée par la différence 
donne Si. 

RÉSOLUTION. 

Par l'énoncé du problème, on a lo+'^Xio 
— ar = 5i, ou loo — xxzrzSi. Ajoutant ,ra7 et 
retranchant 5i , on trouve xx-zzlIj^q ; extrayant 
la racine , on a ^^ := 7 pour le nombre cherché , 
lequel ajouté à 10, donne 17, et étant soustrait 
de 10, domie3. En effet, i7X3 = 5i , selonles 
conditions requises j 
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PROBLÈME VI. 

Trouver un nombre tel quen V ajoutant à 

— lo et le retranchant ^/e — • lo , la somme 
multipliée par la différence donne — 5i. 

RÉSOLUTION. 

Soit — ^ le nombre cherché , lequel étant 
ajouté à — io , la somme sera — lo — a?, et étant 
retranché de — lo, la différence donnera — lo 

— — X , dont on changera les signes pour en 
former le multiplicateur, et les facteurs du 
produit seront — lo — x et +io — x^ lesquels 
multipliés , donneront — loo + xx , que Ton 
égalera à»— 5i pour former l'équation — loo 
'\-xx = — 5i ; ajoutant + 5 1, l'équation devient 
—49 +'3^'^ = o ; ajoutant —a?^ à chaque mem- 
bre, on a — 49 = — xx; extrayant les racines , 
on trouve — oj = — - 7, nombre cherché ; car 
si on l'ajoute à — ^o , on aura — • 17 , et si on le 
soustrait de — lo^ on aura — 3 , dont on chan- 
gera le signe pour former le produit — 17 X 3 
= — 5i, comme il étoit proposé. 
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PROBLÈME VII. 

Deuxpersonnes ont gagné uncertainnombre 
de lauis. Le gain du premier multiplié par le 
gain du second^ donne s/S , et si Von fait le 
carré des deux gains , leur somme est 208. 
On demande quel est le gain d'un chacun? 

RÉSOLUTION. 

Soit 20? la somme încomiue des gains , 22 leur 
différence , a le produit 96 des deux gains , 2^ 
la somme 208 des carrés. Le gain du premier 
supposé, le plus grand sera ^+2, et celui du 
seconda? — z. La somme de leurs carrés sera 
2^a;+22z=:2^, et divisant par 1 , on a ocX'\-zz 
= h^ d'où l'on tire 22 = è — ocx^ première valeur 
de zz. Le gain du premier multiplié par celui 
du second devant égaler gff, on a.nrsixx^zzzzaj 
onzzzzzxx — a^ seconde valeur de zz. 

Comparant ces deux valeurs de zz , on a l'é- 
quation b'-^xxzzzxx'^aj ou 20:0? = ^+^; 

divisant par 2 , il vient xx = ; extrayant 

la racine , on trouve x = klltf ; substituant 
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la valeur des lettres , on a a; = K i2^ltj?^ , ou 

a:=:To; substituant cette valeur de x dans l'é- 
quation zzzzz.xx — a^il vient zz := i oo — gff , 
ou zzzzzly^ dont la racine est 2=2. Le gain du 
premier x-\-z sera donc 10+2, ou 12 louis; et 
le gain du second x-^z sera 1 o — 2 , ou 8 louis , 
valeurs conformes aux conditions requises , 
puisque le gain 12 du premier multiplié pstr le 
gain 8 du second, donne 96, et la somme de 
leurs carrés 144+64]= 208, comme il étoit 
proposé, 

PROBLÈME VII !• 

Deuxpersonnes ontperdu un certain nombre 
de louis; la perte du premier multipliée par 
la perte du second fait --^ q^ , et la somme de 
leurs carrés — 208. On demande quelle est 
la perte d'un chacun exprimée par la dimi^ 
nution de leur argent? 

RÉSOLUTION. 

Puisquela perte est opposée au gain, sicelui-cî 
^ est exprimé par x ,*la perte s'exprimera par— a?., 
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Soit donc — Q.x la somme inconnue des deux 
pertes , — 22 leur différence , — ^ le produit 

— q6 des deux pertes , — 2Ma somme — 208 
de leurs carrés. La perte de la première per- 
sonne sera — a^+ — z,ou — x — z moitié de 
la somme des pertes, plus la moitié de leur 
différence. La perte de la seconde sera —;»;—— z 
moitié de la somme des pertes , moins la moitié 
de leur différence. Pour faire le carré de la 
première perte , on multipliera -t- .r — z par 
+;t:+z, multiplicateur positif, ce qui donnera 

— XX — Q.XZ — zz; et pour faire le carré de la 
perte du second , on multipliera ^^x + z par 
+x — Zj ce qui donnera — xx+2^xz — zz. On 
fera la somme de ces deux carrés, dont on 
extraira — zzzrz — i+xx^ première valeur de 
^ zz. 

Pour avoir urle seconde valeur de — zz , on 
fera le produit des deux pertes , en multipliant 

— or — z par +-^ — z; d'où Ton extraira — zz 
rzr — XX +a^ seconde valeur de — zz. 

On comparera les deux valeurs de — zz pour 
informer une équation dans laquelle il n'y aura 
que des * et des quantités connues, comme 
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on le voit dans l'équation ci -après, — ^rjc-fa 
z=z — b + xx. On fera passer •\' xx du second 
membre dans le premier, et la lettre -^a pas- 
sera du premier membre dans le second , ce 
qui change l'équa tion en — !^xx = — a — i , et 

divisant chaque membre par — 2 , il vient— :fjr 

— a — d 
— ^ ^ Il faut faire attention que l'ex- 

— a — b -f^ï-f-^ 

pression — est la même que — ■ 

relativement au diviseur, puisque dans la di- 
vision -|- dans + et — dans — donnent tou- 
jours -|-, ce qui indique qu'un quotient quel- 
conque est toujours positif , et que le signe — 
qui le précède est un signe d'opération qui en 
indique la soustraction. 

On poursuivra l'opération comme on la voit 
dans le tableau ci -après, qui représente la 
marche des opérations pour la résolution du 
septième problême , tant dans Tordre positif 
(pic dans l'ordre négatif. 



fi 
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Ordre positif. 

+^+z i«^ gain, +:c — z 2« gain. 

+ X + Z +x — z 

+ xx'\'^xz + zz carré. +xX'^2jcz+zz 

.+XX — 2JCZ+ZZ carré. 
+iixx +*2zz somme des carrées zzz-^-^b 

+ZZ =+^ — XX i«re. valeur de+js^ 

+ X + Z 

+x^z multiplicateur positif. 

+ XX + XZ 

m^XZ^'-^ZZ 



+xx: — zz produit des deux gains. 

+ XX — zzzzz + ^ 
+XX — azzz+zz 

+zz:z:z+xx''^a 2*valeur de + zz 

-^xx-^az^-^b^xx valeurs comparées. 
+ ^xxzzz + a + b ^ 

+ a+b 



+xx=:+ - 


+ 2 


+x=y^H 




4-.-C — l/'j_*'_l^.-tl''. . 



''100= + 10 



^zzzrz+xx — az=+ioo — ^z=z + ^ 

+ Z— + CI 

+ a:+2==:+io + 2=:+ip, gain du 1^. 
H-a;—s=:+io — 3=4-8 v^ain du 2«. 
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Ordre négatif. 
—x^z iwe. perte. — -^r+z 2« perte. 

+ X+Z +JC — z 

— xx^tixz-^ zz carré.. -^xx+iixz'^zz 

'^xx+t^xz^zz carré. 

— a:r^ — 2ZZ somme des carrées = — 2A 

— zz=z — b+xx I ère. valeur de — zz 
X — z 

4-^ — z multiplicateur positif. 

^^xx — xz 

+ XZ + ZZ 

• — XX + ZZ produit des deux pertes. 

— xx'\'a=zz — zz 

— zz ::^-^ XX + a 2^ valeur de — z« 

— xx^^azzz — l^+xx valeurs conjparées. 
— 2:rjt:z=: — a — 3 



— 2 



-100=3 — 10 



— 2-3 = — -^AT+az^— ^100+9(5 = — 4 

— a:— z = — 10— 2 =—12 perte du ]«^ 

— a; + ^ = --^10+2=; — 8 perte du 2*. 
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On observera dans le tableau ci - dessus , 
10. l'opposition diamétrale qui se trouve entre 
chaque terme de l'ordre négatif, et chaque 
terme correspondant de l'ordre positif. 2.0. Que 
les multiplicateurs positifs , tant des puissances 
que des produits , sont communs à l'un et à 
l'autre ordre , le multiplicateur +;c+^ ayant 
servi à former le carré dç + at+z et de — x — z ; 
d'où il suit que ceux qui disent que poiu* former 
un carré , il faut multiplier la quantité par elle- 
même , se trompent évidemment , puisque au 
lieu de la multiplier par elle-même , il faut la 
midtiplier dans l'ordre négatif par une quantité 
diamétralement opposée à elle-même. 3^. Que 
les racines imaginaires résultantes des puissances 
paires négatives , sont aussi réelles que celles 
qui résultent des puissances paires positives. 
V^— loo^z:*"— 10, étant aussi réelle que j/ + ioo 

ÉQUATI0N3 COlVtPJC^èïpS DU SECOND DEGR^. 

Les équations simples x^zza^xzzza^txzzzh^ 
^ z;;: o étant données , si l'on fait p£^3Ser leurs 
eecond membres dans le premier, elles se 
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changeront en ;t: — a = o , x — ^z =o , et en 

X — b=:o^ y — c=:o. Multipliant les deux 

premières l'une par l'autre, on aura xx — OLax 

— • — aa = o , équation - puissance , dont la 

racine unique est x — a, midtiplicande. 

Si on multiplie x' — ^par^ — c, on aura 

Téquation-produit jc^ — • ^ — • — ^c = o. Dans 

— ex 
ces deux équations les coefficiens — 2^ de la 

première et — b — c de la seconde , expriment 
la somme des deux facteurs, et les troisièmes 
termes aa de la première et bc de la seconde , 
en expriment le produit. Comme les coefficiens 
du second terme et les troisièmes termes sont 
toujours connus , nous extrairons de cette 
propriété une formule pour la résolution des 
équations du second degré après les observa- 
tions ci-après. 

On trouve dans le premier volume de l'Analyse 
dimontrée, pag, 64^ les formules suivantes pour 
les équations du second degré. 

icre. 

x-'^azzzo X A:-i-^i=io 
XX —'ax + abziz © 
^bx 
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x+azzoxx+bzzo 
^x + ax -^ ab=:o 
+ bx 

X — a=zoXx + bi=zà 
XX — ax — abzzzo 
+ hx 

On obserrera dans ces formules , i®. que 
Tauteur ayant fait a: =a , fait encore a: =: ^, ce 
qui ne peut être vrai qu'en supposant â=^ / 
car si h-=.x etazux^ donc h:=.a. Deux choses 
égales à mie troisième sont égales entre elles. 
Si on dit que x peut représenter ime grandeur 
quelconque , cela n'est vrai qu'antérieurement 
à sa détermination ; mais après sa détermina- 
tion , lorsqu'elle a été fixée à représenter a dans 
ime opération , elle ne peut plus représenter 
h dans le même produit , sel on les loix primitives 
du calcul : xx ne seroit pas uii carré si la pre- 
inière x valoit 4 et la seconde 3 ; et si xx n'est 
pas un carré , n'est-ce pas iiaduire en erreur 
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que de lui en donner la forme et l'expression? 

2^. La seconde formule jc+a = o X x+b=z o 
est nécessairement fausse , ou faussement ex- 
primée ; parce qu'il est impossible que deux 
quantités positives puissent être égales à zéro^. 
Si l'on dit que x est censée négative, pourquoi 
la laisser subsister avec le signe positif? car 
toute lettre algébrique qui n'est précédée d'au- 
cun signe , est censée avoir le signe +. N'est- ij 
pas mieux et plus décidé d'écrire -^x+b^zo^ 
que d'écrire x+bzzzo^ toute lettre qui exprime 
une négative devant nécessairement être pré- 
cédée de son signe négatif? 

Nous observerons encore que dans le pre- 
mier exemple xx-^ax+ab ^ le troisième terme 

^^bx 
+ab qui exprime un carré positif résultant du 

produit des facteurs — a par — ^ , est une ex- 
pression fausse , quoique la valeur soit vraie , 
parce que pour former le produit de — a par 
— • ^ , il faut dire , — a par b donne — ab; et 
comme il en faut faire la soustraction , on le 

fait précéder du signe — en cette sorte , aby 

expression non équivoque et égale en valeur à 
+ab , mais dont la signification est bien diffé- 
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rente , — --^ab indiquant la soustraction du 
produit négatif — ât^ , tandis que + ab signifie 
le produit positif de +« par +^. Erreur qui a 
fasciné les yeux de tous les algébristes qui la 
regardoient comme la preuve la plus triom- 
phante du fauxprincipe que — par— donne -f-, 
parce que dans le produit de at— ^ par jtr — b 
qui est xx — o^ax — — ab^ le troisième terme 
de voit nécessairement avoir une valeur positive J, 
mais s'ils avoient fait attention que la soustrac- 
tion d'une quantité négative faisoit le même 
effet et donnoit la même valeur que la posi- 
tive ,'\-ab^ ils auroient vu pour lors l'insuffisance 
de la démonstration. 



PROBLÈME GÉNÉRAL. 



La somme s de deux quantités et leur pro- 
duit "ç étant donnés y déterminer la formule 
qui fasse trou\^er chacune des quantités. 

RÉSOLUTION. 

Soit d leur différence. La plus grande , que 
je npmme x , sera ^s + id^etla moindre , que 
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j 'appelle y , sera ^ j — 7 i/ ; leur produit ^ss — ^ 
dd-izzp , et -; dd zisz^ss-^^p. Extrayant la ra* 
cine , on a^ d:=z 1/^7^^'^ P- Ce dernier membre 
est l'expression de la moitié de la différence 
-des quantités , laquelle ajoutée à la moitié de 
la somme , donne la plus grande , et en étant 
retranchée donne la plus petite; ainsi la formule 
qui fera trouver les quantités , sera 

Nous allons appliquer à la formule ci-dessus 
les différens cas dont les équationsi du second 
degré sont susceptibles. 

x^r. CAS.Soita?+/=:9, icj'ïs: 18. Substituant 
dans la formule g eh place de J,.®t 18 en place 
de Pj on aura pour le premier cas ,. 

2« Cas. Soit .0?+/= 4^7, a?^=:--'i22i Subs- 
tituant dans la formule — 7 en place de ^ , et 
.»— i 12 en place de p y on aura poux le second cas, 

3e Cas. Soita;+^=+3, spy=: — lo.Subs- 
a. 6 



N 
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tituant daiis la formule +3 en place de s, et 
— 10 en place de/?, on aura 

4« Cas. Soit iT +7 = — 3,a^=io. Substî^ 
tuant dans la formule — 3 en place de ^ , et i o 
en place de /?, on aura 

5eCAS.Soitx+j=i2, a^zzz36. Substituant 
dr-ms la formule 12 en place de ^ , et 36 eu place 
de /?, on aura 

œ=z6 +^Il'Û^56=: +6+0=6 
jK=ff— l/^44^^^=+e— 0=6 
\ Le premier cas de la formule donne deux 
quantités positives ;. le -second deux quantités 
négatives ; le troisième «ne quantité positive et 
une quantité négative ^ la positive étant plus 
•forte en nombre d'unités que la négative; le 
quatrième mie quantité négative et une positive, 
la négative étant plus forte en nombre d'unités 
que la positive; le cinquième deux, quantités 
égales. Les quatre premiers cas appartitmnent 
aux» équations -produits dont les facteurs sont 
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inégaux ; et le cinquième aux équations-puis- 
sances dont les facteurs sont identiques* . 

Pour rapprocher la forme de ces équations 
de celle qui est en usage, on multipliera a; — 6 
= o para; —3; le produit donnera Téquation 

œx — gx 18=0. On a mis un trait sur 

la seconde x^ qui vatit 3, pour la distinguer 
de la première, qui vaut 6 ; d'où il suit que xx 
n'est pas un carré, puisqu'il résulte deff X 3=i8 ; 
et des neuf a? qui composent le second terme, 
il y en a six qui valent 3, et trois qui valent 6. 
Pour résoudre cette équation , ou laissera xx 
seule dans le premier membre, ce qui donnera 
XX =90; — 18. On fera ensuite s de la formule 
= 9,^=18 ; la substitution de ces valeurs dans 
là même formule domaera pour le premier cas : 

. ler. Cas. 



x=i + \/^^ ^'==|-/¥^^ 



x=^ 
x=6 



t 
X : 



^'=3 
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a« Cas. 

On multipliera — a: + 4 = o par x — 3 ; on 
aura pour produit — xx + y^^?— ta, dont on 
donnera l'équation — oox =— .«70?— • — 12=0. 
Pour la résoudre , on fera ^ = —7, et y^ = — 12; 
la substitution donnera 

3e Cas. 

On multipliera x—5^=zo^ équation multi- 
plicande , par le multiplicateur x+ a ^ sans 
égaler ce dernier à zéro , en écrivant a:+ 2= o , 
comme on le voit dans plusieiurs livres dVl- 
gèbre , parce qu'il suffit d'un seul facteur égal 
à zéro pour rendre le produit =z o, La mul- 
tiplication de ;c- — 5=0, par x+Oi^ donnera 
, pour produit ATX —-3a; — — 10 = 0, dont on 
formera l'équation x-a: =;; 3^: -^ 10. Pour la ré- 
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soudre , on fera f=:3et==io=/7; substituant 
ces valeurs dans la formule, on aura 

«=1 + 1 a:'=:i — ^ 



Ar = 5 



/ 
a: : 



4« Cas. 

On multipliera ;c — 2 = 0, par x + 5 ; il 
viendra pour produit xx +3 a — 10, dont on 
formera Téquation xx zrz-^Sx+io. Pour la ré- 
soudre, on fera szzz-^^^p =*i o ; substituant ces 
valeurs dans la formule, on aura 






jc; 



^'=+î 



X2=z — 5 a: =+2 



5« Cas. 

On multipliera ^ — 6 = par ;r — 6 ; ce 



qui donnera pour produit :)ca: — i2:c — -^35 , 
dont on formera l'équation xxzszi^x — 36 • 
Pour résoudre l'équation, on fera j= 1 2 , /; = 3ff ; 
substituant ces valeurs dans la formule , on aura 

x=i6 x=iG 

La table suivante renferme les équations re- 
latives aux cinq cas énoncés ci-dessus. 
i«r. Cas. XX z:::z+qX'^\Q. Deux quantités posi- 
tives +6 et +3. 
a« Cas. xx = — 7:1: — —.12. Deux quantités 

négatives — 4*et — 3. 
3e Cas. xx = + 3x— 10. Une positive +5 et 

une négative — 2. 
4« Cas. xx z= — 3.v + 10. Une négative — 5 et 

une positive + 2. 
5« Cas. xxz=z-\-i2,x — 36. Deux quantités égales 

+(? et +6. 

Il faut spécialement observer dans la formule 
œzzL^s-^- l/^'^ss^p qui a servi à la rés olution des 
cas précédens, que.7J exprime la moitié de la 
comme des facteurs, et i/^-^^j—p en exprime la 
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dif£^ence , comme il en conste piar la formation 
de la formule , où ayant supposé d égal à la dif- 
férence des deux quantités données , la moitié 
de leur différence a été 7 dzizi/'^ss — p. D'où 
il suit que la formule de résolution ci-dessus est 
l'expression de ce théorème si utile : La moitié 
de la somme de deux quantités plus la moitié 
de leur différence donne la plus grande , et la 
moitié de la sommée moins la moitié de leur 
différence donne la plus petite. Cette propriété 
remarquable est le principe de la résolution des 
équations de tous les degrés, comme on le verra 
dans la suite. 

On ne doit jamais perdre de vue , qu'un pro- 
duit queloopque ne contient que le multipli- 
cande répété ; conséquemment qu'on ne peut 
en extrfdre le multiplicateur qui ne s'y trouve 
pas. Maïs parce que le multiplicateur peut 
devenir multiplicande d'un second produit égal 
au premier, on peut, en qualité de multipli- 
cande, l'extraire de ce second produit. Par 
exemple , il est impt^ssible d'extraire du pro- 
duit 4x3=4 + 4 + 4 le multiplicateur 3 , qui 
n'y est pas et ne peut y être, ses mxités étant 
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héthérogènes à celles du multiplicande, quand 

nicme celles-ci seroient des unités abstraites, 

parce qu'elles ne seroient pas des unités de fois, 

unités qui distinguent celles du multiplicateur 

de toute autre espèce d'miités. Mais parce que 

3 peut devenir multiplicande du prodt^it 3x4 

=:3-f34-3+3, on peut l'extraire du produit 

I 
.12 égal au premier, en qualité de multiplicande , 

mais jamais en qualité de multiplicateur , raison 
pour laquelle on obtient deux solutions dans 
leè équations du second degré , lorsque les fac- 
teurs étant inégaux donnent une équation-pro- 
duit. Mais si les facteurs sont égaux , il en résulte 
une équation-puissance, dont on ne peut obtenir 
.qu'une solution , ou deux identiques , c'est-à- 
dire, une répétition de la même. En effet , d'un 
rectangle on extrait deux côtés inégaux consi- 
dérés successivement comme multiplicande, 
et d'un carré, on ne peut extraire q\ie des 
.côtés égaux et identiques qui se réduisent sé- 
parément à une même et unique valem-. 
. Nous commencerons la résolution des équa- 
tions complettes du second degré, par celles 
qui se trouvent dans la première édition duDic- 
ionnaire Encyclopédique , au mot équation. 
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PROBLEME PREMIER. 

Trouver un nombre x tel que le carré de 
ce nombre +i5soît égal à 8 fois le nombre 
cJierché. 

RÉSOLUTION. 

Soit X le nombre cherché , son carré sera xx^ 
auquel ajoutant i5 la somme doit égaler 8:tr, 
ce qui donnera l'équation :i: a: +i 5= 8a:. Fai- 
sant passer bx dans le premier membre, on a 
XX — 8* + 1 5 =o , équatiori-produît qui donne 
XX = 8^— . i5. Pour la résoudre, on fera usage 
de la formule; en substituant 8 en place de s^ 
et i5 en place de/?, on aura a:=z:4+i=5, 
et j^ = 4 — 1 ==5 , valeurs requises qui àatis- 
font au problême. En effet, ajoutant i5 à 25 , 
carré de 5 , on a 4a égal à 8 fois 5 ; ajoutant i5 
à 9 , carré de 3, on a 24 égal à 8 fois 3 , selon 
les conditions du problême. 

L'auteur de l'article équation du Diction- 
naire Encyclopédique nerésout point l'équation- 
produit xa: — 8a;+ i5 = o , il résout l'équation- 
puissance XX — 8;i;+i6=:i6 — 15, de laquelle 
on ne peut extraire quecc = -{-5 ; ce n'est qu'à 
2. y 
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la faveur du double signe abusif + y/ 1 6 — 15, 
que l'auteur obtient a; =+3. De plus, Faddi- 
tion du carré de la moitié du coefficient, à chaque 
membre de l'équation-produit , en change né- 
cessairement l'espèce , en transformaiat un rec- 
tangle qui a deux côtés inégaux en un carré 
parfait , dont tous les côtés étant égaux , on 
n'en peut extraire que des valeurs égales , et 
non pas des valeursinégales, telles qu« + 5 et.-|- 3. 

PROBLÈME II. 

Trouver un nombre x plus petit que i , et 
tel que le carré ^/e i — x soit égal à ^. 

RÉSOLUTION, 

L'expression du problême est (i— a;)*i5=: |-, 
Pour ordonner l'équation, on changera les signes 
des deux membres, et l'on aura (:c— 1)^= — i. 
Effectuant l'opération indiquée du premier, 
membre , elle se changera en xoo^ 2x+ 1 = — ^ , 
équation -puissance dont on extraira la racine 
uniques; — 1*=^/^^ qui donnera pour valeur 
de l'inconnue cr == i + r/— ^ ou :t? = i — ^ , et 
finalement 0^3=:^ qui résout le problême con- 
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fonnément à son énoncé , puisque ^ est plus 
petit que i , et que le carré de ^ est égal à ^. 

PROBLÊME III. 

Trouver un nombre x plus grand que i et 
tel que (x— .1)^=7, 

RÉSOLUTION. 

L'expression du problême est (a;— ^1)*=^. 
Effectuant le carré indiqué du premier membre, 
on a xx-^^^jc — — I =:^ j extrayant la racine de 
paxt et d'autre, il vient x — i = î-. Ajoutant: 
l'unité à chaque membre , on a :r = ^+7 , ou, 
a; = 7 ; valeur qui satisfait aux conditions re- 
quises , puisque \ est plus grand que i , et que 

* 
le carré de f — i ou de 7 est égal à -j. 

Bien de plus simple ni de plus naturel que la 

résolution des deux problêmes précédens. Nous 

allons voir comment le double signe ^^ de la 

formule ordinaire des équations du second 

deg^é , va embrouiller la matière et mettre à la 

torture le génie de l'auteur. 

ce Si l'on proposoit , dit - il , de trouver uî^l 

« nombre x plus petit que i , et tel que le carré 
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a de 1 — o: fût égal à :^ , on auroit (x — i)^=r j, 
ce eti — a;= Hhj; donca: = 7, etœzzz^. Voilà 
ce deux racines réelles et positives ; cependant 
ce il n'y a, à proprement parler, que la racine 
ce ^ qui satisfasse au problême; car la racine 
ce ^ donne i — a; = — 7, quantité négative. Or 
ce Ton suppose dans l'énoncé que x est plus 
ce petit que 1 , pourquoi donc trouve-t-on une 
^ ce autre racine réelle et positive ?» 

La réponse est bien facile. On trouve une 
autre racine parce qu'elle y a été mise , très mal 
à propos , par l'addition du signe — à la for- 
mule qui ne doit porter que le signe +• 

ce Si on eût proposé ce problême : Trouver un 
ce nombre x plus grand que i , et tel que (pc^iy 
ce soit égal à j, on auroit eu précisément la même 
ce équation que celle qui est donnée par la solu- 
ce tion du problême précédent , et en ce cas y 
ccxz=Zj auroit été la vraie valeur de l'inconnue ; 
ce ainsi l'équation i ^ — 20; +ccx = ^ représente 
ce réellement ces deux ci : (î — .39)*=:^, et 
« (^ — 1)^ = ^, qui sont la traduction algé- 
ce brique de deux question^ trè^ différentes dans 
^ leur énoncé. >? 
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IlÉp, On ne conçoit pas comment deux équa- 
tions , dont le second membre de Tune donne 
+ V, et le second membre de l'autre — |, peu- 
vent être précisément la même équation. Or 
on a vu que (i— a))^ = ^ se résolvoit en 
(:»— 1)'^=:— ~;donc les équations (a:— 1)^=— ^ 
et (oc — 1)^ = 7 sont deux équations opposées 
qui ne peuvent être représentées par l'équation 

ce Donc quoique les racines d'une équation 
a soient toutes deux réelles et positives , il ne 
<i s'ensuit pas toujours qu'elles résolvent toutes 
u exactement et rigoureusement la question ; 
« mais elles la résolvent en la présentant en 
ce deux sens différens , dont l'algèbre ne peut 
ce exprimer la différence. Par exemple , dans 
c< le cas dont îl s'agit , l'énoncé devoit êtrç : 
« Trouver une grandeur x , telle que la retran- 
che chant de l'unité , ou retranchant l'unité d'elle, 
a le carré du reste soit égal à ^. » 

RÉp. On a vu , par la résolution des deux 
problêmes précédens , que les valeurs réelles 
et positives 7 et \ ont résolu exactement et ri- 
goureusement la question proposée, en les 
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présentant chacune dans le vrai sens quelles 
doivent avoir, dont l'algèbre sait très bien 
distinguer la différence. Par exemple , dans le 
cas dont il s'agit , l'énoncé ne devoit pas être , 
Trouver une grandeur x , telle que la retran- 
chant de l'unité , ou retranchant l'unité d'elle , 
le carré du reste soit égal à j , parce que l'al- 
gèbre ne confond pas l'actif avec le passif, le 
contenant avec le contenu ; mais elle exprime 
très bien la différence des quantités qui en ont 
et en doivent ^voir. Par exemple, si on re- 
tranche 7 de l'unité, et l'unité d'un ^ , elle dit 
que le carré du premier reste est + 7 , et celui 
du second — -J^ ; et sa réponse est celle de la 
vérité , parce que le carré de — 7 est -^ ~ , et 
lion -}- 7. 

« Plusieurs algébristes regardent cette géné- 
cc ralité comme une richesse de l'algèbre , qui , 
ce disent-ils , répond non seulement à ce qu'on 
ce lui demande , mais encore à ce qu'on ne lui 
ce demandoit pas , et qu'on ne songeoit pas à 
ce lui demander. Pour moi je ne puis m'em- 
ce pêcher d'avouer que cette richesse prétendue 
ce me paroît un inconvénient. » 
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RÉp. Cette réflexion est très juste et très 
judicieuse ; mais l'algèbre n'a aucune part à 
cet inconvénient qui émaned'un principe qu'elle 
ne reconnoîtra jamais pour lui appartenir ; à 
savoir , moins par moins donne plus. Principe 
contradictoire dont l'existence est impossible. 

« Les racines négatives , je le répète , son): 
ce un inconvénient, sur -tout lorsqu'elles sont 
ce mêlées avec les positives ; mais il y a bien 
ce de l'apparence qu'on ne parviendra jamais 
ce à lever cet inconvénient ; peut-être pourroit- 
te on le diminuer si on avoit une bonne mér 
ce tliode de résoudre les équations. » 

Ei:p. Nous espérons que le contenu de cet 
ouvrage sera le terme de pareils inconvéniens , 
et que la méthode de résoudre les équations 
qu'il renferme en sera la preuve. 

ce Si on p'roposoit de trouver im nombre x^ 
ce tel que {x+ t)*+4 = O , on auroit a? z=r — i 
ce -|-y/ — 4 et 3? = — I -— v^— 4 , valeurs ima- 
ce ginaires qui indiquent que l'énoncé de la 
ce question est absurde , et qu'il n'est pas pos- 
ée sible de la résoudre. » 

R^p. Il n'y a aucune absurdité dans l'énoncé 
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de la question ; mais il y en auroit une à pré- 
tendre , que l'algèbre est insuffisante à sa ré- 
solution; car soit l'équation proposée (x+i)^ 
+ 4 = 0. Si on transporte +4 dans le second 
membre, en changeantson signe, onal'équation:- 
puissance (:c + 1 )^ = — 4 5 extrayant la racine 
de part et d'autre , il vient ^+ 1 = — 2 ; déga- 
geant l'inconnue del'unité dont elle est affectée , 
on a finalement a? = — 3 , valeur réelle et non. 
imaginaire , qui résout parfaitement l'équation 
proposée. Pour faire la preuve , il suffit de 
substituer — 3 en place de a> dans l'équation 
(0^+1)^= — 4,quidonnera( — 3+1)^= — 4; 
expression qui se réduit en dernière analyse à 
^p— 2 = — 2 , équation parfaite qui démontre 
que l'énoncé de la question n'étoit point ab- 
surde ; et le problême , bien loin d'être impos- 
sible, est très facile à résoudre. 

Dans l'équation-puissance (.x+ 1)^= — 4 1 1st 
valeur numérique — 2 est racine unique, parce 
qu'une équation- puissance ne peut jamais se 
résoudre en d'autres équations dont la racine 
de chacune ne soit pas identique. Il n^en est pas 
des équations-puissances comme des équatious- 
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produits, qui peuvent se résoudre en autant 
d'équations diPférentes qu'elles ont de facteurs , 
et dont chacun est racine de son équation par- 
ticulière , parce qu'une équation composée n'est 
autre chose qu'un produit , et qu'un produit n'a 
jamais qu'un multiplicande. Il n'est donc pas 
surprenant que l'auteur de l'article équation 
du Dictionnaire Encyclopédique se soit trouvé 
très embarrassé dans la résolution des équations- 
puissances (t — a:)^=:^et(a: — ])^=:~, en 
prétendant extraire deux racines de chaque 
équation-puissance, lesquelles n'en ont ja,mais 
qu'une et n'en peuvent ayoir qu'une, soit dans 
Tordre positif, soit dans l'ordre négatif. 

Supposons , par exemple, (i — x^'z^z — ^, 
équation -puissance négative. Si on extrait la 
racine de part et d'autre , on aura i — iczm— ~; 
dégage£iht l'inconnue, il vient — 0? = — \ et 
1 — I =: — 7 , racine unique dont le carré est — ^. 

On voit par là la superfluité et la fausseté du 
double signe + dans les formules de résolution 
des équations du second degré , qui occasiomie 
des méprises très désagréables dans les calculs 
astronomiques. 

2. ô 
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Les problèmes suivans sont extraits de l'Ana- 
» lyse déterminée de M. Euler, chapitre VI de la 
résolution des éludons mixtes du second 
degré. . :• * 

M. Euler dpniï^ pour formule générale (fe 
résolution des équations du second degré, 
œ = — r^dl i/'iPP'^^* Cette formule est dé- 
fectueuse, 1^. en ce que le double signe +^ qui 
précède le radical , suppose qu'une même puis- 
sance positive peut résulter également d'une 
racine positive ou d'mie négative , quoique la 
seconde soit destructive de la première ; 2^. en 
ce qu'elle rend positif le carré de — ^p^ en écri- 
vant v/^^pp au lieu de y^^^pp; ensorte que 
pour la rendre conforme aux règles de la vé- 
ritable algèbre, il faut écrire x = — 7/^ — 
1/^ — Lpp^q pour la quantité positive , et a; =: 
t/^+ y^iPP'^ ^ pour la quantité négative. 

Le procédé de M, Euler qui fait le carré de 
•— ^pzzz^pp , est une conséquence du faux pria • 
cipe que -^^par — donne -{• . Mais comme toute 
puissance paire ou impaire doit toujours être 
de l'espèce algébrique de sa racine, la seconde 
puissance de— -f/? doit nécessairement être 

— iPPr 
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IÇROBLÊME PREMIER. 

Trouver deux nombres dont Vun surpasse 
l'autre deQ ^ et dont le produit soit q\. 

RlèsOIiUTION» 

Soit X le plus petit nombre. Le plus grand , 
qui doit le surpasser de six unités, sera ^+6; 
leur produit donnera xx-\'6x; et parce que 
ce produit doit égaler 91 , on formera l'équa- 
tion ^^+60;=: 91 , ou xx':=i — 6a?+9i. Pour 
résoudre cette équation, on fera dans la for- 
miile générale qui ç^^X, x-=:\S'\'\/ ^ss-^p^ et 
y G\xx = 7 J — Y h ^^'^P î 1^ lettre s de la for- 
mule =—6, etpzzgi^ en changeant le signe 
+ qui précède le radical en signe — pour avoir 
une valeur positive dans le premier membre. 
La substitution de ces valeurs en place des 
lettres donnera xi=z — 3 — 1/^— g— 91 = — 3 
— |/ — 100 = — 3-—— 10=; +7 pour le plus 
petit nombre , auquel ajoutant +^î on aura + 13 
pour le plus grand , lequel , selon les conditions 
du problême , doit surpasser de six unités le 
plus petit. Faisant le produit de + i3par +7, 
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on trouve + 91 , produit conforme à l'énoncé 
du problême. 

Si l'on eût laissé subsister dans la formule 
le signe + qui précède le radical, on eût eu 
cc-=z — 3+ j/— 9-91 = — 3+1/ — ioo=— 3 
^_.io=: — 13 pour la première quantité, et 

j ou a? = — 3 — j/'— 9— 91 = — 3 to 

=+7 pour la seconde, qui répond à lai seconde 
partie de la formule. On voit par là que le 
changement du signe + qui précède le radical 
, a été fait pour avoir la quantité positive + 7 la 
première, selon les conditions , à laquelle ayant 
ajouté +6, on a obtenu + 13 pour laplus grande 
de même espèce algébrique que la plus foible + 7. 
M. Euler donne* pour seconde solution du 
problême, les nombres— i3 et— 7, dont le pro- 
duit —91 étant diamétralement opposé à + 91 , 
produit positif conforme aux conditions exigées 
dans le problême , il s'ensuit que les nombres 
— i3 et — 7 , facteurs du produit négatif — 91 , ' 
ne peuvent résoudre la question proposée , qui 
exige dans sou énoncé que le produit des deux 
nombres soit positif. 
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PROBLÈME II. 



Troui^er un nombre tel que si de son carré 
on retranche g , il "vienne un nombre qui soit 
d'autant d^ unités plus grand que loo, que le 
nombre^ cherché est plus petit que 23. 

RjâsOLUTION. 

Soit X le nombre cherché. Si de son carré 
on retranche 9 , on aura ocx -— 9, et parce que 
cette quantité doit surpasser 100, comme 23 
surpasse x; soustrayant 100 de la première et 
œ de la seconde , on formera de ces deux dif- 
férences l'équation xx — 109= 23 — x. Lais- 
•V sant XX s*eule dans le premier membre , on a 
xoc-ziz — i^+i32. Pour résoudre l'équation, 
on fera dans la formule s = — t , /7z=i32 , et 
l'on changera le signe + qui précède le radical 
en signe — ; la substitution de ces nombres 
donnera a: n:—-^-—!/^ — ^ — x32 oua; = — 7 

^ = -^ = 11. Donc xzzzw , valeur re* 

quise; cai* si de son carré 121 on retranche 9, 
il vient 112 qui surpasse 100 de 12, comme xx 
est surpassé de 12 par 23, 
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L'auteur de l'Analyse déterminée , de qui 
les problêmes ci -dessus sont extraits, donne 
—-12 pour seconde valeur de a; , et prétend que 
— 12 satisfait à une seconde solution de la 
question proposée , tandis qu'il n'y a rien de 
plus facile que de se convaincre du contraire ; 
car si du carré de — 12 qui est — 144, on ôte 
+ 9 ; ou pour parler plus strictement , si on 
prend la différence additionnelle de — i44 ^ 
+ g, on aura— i53 qui doit surpasser 100 
d'autant d'unités que — 1 2 est surpassé par 23 , 
suivant les conditions proposées ; et parce qu'il 
est impossible que — i53 puisse surpasser 100, 
il est donc impossible que — 12 puisse résoudre 
la question proposée. 

Commeil n'y a point de produit de — par—, 
si l'on veut représenter le carré de — 12 par 
ses produisans, on écrira • — 12X +12, ce 
qui signifie — 12 répété 1 2 fois , = — 1 44 1 P^^ 
la raison que — 12 répété 10 fois , donne — 120 
unités négatives ; car on ne conçoit pas com- 
ment 12 répété 2 fois de plus, cliangeroit l'es- 
pèce de ses unités négatives, et donneroit -{- 144 
au lieu de — 1 44. 
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PROBLÈME III. 



Trouver, un nombre tel que si on multiplie 
sa moitié par son tiers ^ et qu'au produit on 
ajoute la moitié du nombre quon cherche^ 
le résultat soit 3o. 

RÉSOLUTION. 

Soit X le nombre cherché, sa moitié sera 7 x^ 
son tiers j x , dont le produit est \ xx; si on 
ajoute à ce produit la moitié du nombre cher- 
ché , on aura -^ ^at + r -*■• Cette somme devant 
égaler 3o , on formera l'équation \xx'\r^x'=z'^o\ 
multipliant par 6 , il vient xx-^t'^xzzzyQo^ lais- 
sant XX seule dans le premier membre , on a 
xxzzzi — 3^ + 180. Pour résoudre cette équa- 
tion on fera dans la formule générale ^ =: — 3 , 
^==180, et l'on changera le signe -f- 5 qui pré- 
cède le radical , en signe — , comme dans les 
problêmes précédens. La substitution des nom- 
bres en place des lettres, donnera ^=: — --— 

=: -|- ^= + 12. Donc ;t:= 12 , nombre qui 
satisfait aux conditions du problême ; eu effet , 
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la moitié de 12 est 6 , son tiers est 4; le produit 
de 6 par 4 est 24 ? auquel ajoutant 6, moitié du 
nombre cherché, la somme donne 3o, comme 
il étoit proposé. 

L'auteur des problêmes ci -dessus donne 
pour seconde solution de cette dernière' ques- 
tion le nombre — i5 qui n'y satisfait pas ni ne 
peut y satisfaire , comme on va le prouver. La 
moitié de — i5 est — 7 -^ , le tiers de — 15 est 
— . 5 , que l'on changera en + 5 pour avoir tin 
multiplicateur abstrait positif, et les facteurs 
du produit delà moitié du nombre cherclié par 
son tiers, seront — 7 ^ et -|- 5, dont le produit ^ 
sera — Sy^; à quoi ajoutant — 77, moitié du 
nombre cherché — i5 , on trouve — 45 au lieu 
de 3o qu'exigent les conditions du problêm.e. 
Pour déterminer la différence entré le vrai 
nombre 3o et le faux nombre — 45 , on prendra 
la différence additiomielle entre + 3o et — 45 , 
qui est + 7^, différence entre -|- 3o , nombre 
vrai, et— 45, nombre faux, erreur considérable. 



/ 
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PROBLÈME IV. 

Trouver deux nombres qui soient en pro- 
portion double y et tels que si on* ajoute leur 
somme à leur produit y on obtienne + 90. 

RÉSOLUTION. 

Soit X lel premier de ces nonil3res , le second 
qui est double du premier sera 2,x ; le produit 
de l'un par l'autre sera ajcjr et la somme 3jtr. 
Coramela somme ajoutée au produit doit égaler 
+ 90 , on formera l'équation 2aa: + 3:i? =90 ; 
divisant par 2 , il vient xx + ^xzzzi^5'^ laissant 
XX seule dans le premier membre, on aiira 
:tA:=z: — ljkr+45 pour l'équation à résoudre. A 
cet effet on fera dans la formule générale ^ r= — 7 , 
pz:z 45 , et l'on changera en — le signe + qui 
précède le radical. Cette substitution donnera 

— i— . — ^ = ^=16 pour le premier nombre 
cherché ; le second , qui doit être double du 
premier, sera nécessairement 12. Pour en faire 
la preuve, on fera le produit.de 12 par 6, qui 
est 72 , auquel on ajoutera 18 , somme dçs deux 
a. 9 
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nombres cherchés , laquelle donnant 90 , selon 
les conditions du problême , prouve la bonté 
de l'opération. 

L'auteur de l'Analyse déterminée donne en- 
core deux autres nombres qu'il pense satisfaire 
également à la question : ces nombres sont 
— i5 pour le plus foible en valeur , et — 7-5- 
pour le plus fort; mais il est facile de prouver le 
contraire , et combien ils sont éloignés d'y sa- 
tisfaire ; car en faisant le produit de ces deux 
nombres, on trouve —11a 7, à quoi ajoutant 
leur somme — 22 ^ , le résidtat au lieu de dornier 
QO , selon les conditions requises du pro blême, 
donne — 135, valeur bien éloignée de 90, la 
différence étant de 226 unités positives. 

Nous n'extrairons pas un plus grand nombre 
d'exemples de l'Analyse déterminée, il y en a 
suffisamment pour faire voir que la formule 
de M. Euler x=, — ^p +^\/'ipp+ç , est une 
«ource d'erreurs , tant à cause du double signe 
qui précède le radical, qu'à cause du carré 
positif -^^Z?, qui doit être nécessairement né- 
gatif et de l'espèce algébrique de sa racine 
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Les problêmes suivans sont extraits'du'Cours> 
de Mathématiques de Bézout, à l'usage de hi 
marine, part. IU,pag. 1 33. 

PRO BLÊME PREMIER. 

Trouver un nombre tel tjue si à mn carré, 
on ajoute Q fois ce niême nombre^ le tout 
fasse 35. , 

RÉSOLUTIOK. 

Soit X le nombre cherché, son cai¥ë sera xxy 
auquel ajoutant Ôjc, on formera l'équation xx + 
8a; = 33, ou :r;t: =r — 8a; + 33 ; pour la résoudra , 
on fera dans la formule s =—8, /?= 33, et 
Ton changera le signe + qui précède le radical 
en signe — , ce qui donnera a; = — 4 — • 
|/-i6«33=: — 4 — 1/-.49=^4-^^7 
^ + 3 , nombre denmndé ^ car si à son carré , 
qui est 9 , on ajoute 8 ^is 3 , qui font ^ , oit 
obtient 33 qui remplit les conditions proposées-. 

M, Bézout ne résout pas l'équation x'^+ôx 
= 33 que la construction du problême lui a* 
donnée , il transforme Jt^+ 80; =33 , équation- 
produit, en équation-puissance x^+8x+ 1 6=49, 
dontil extrait abusiveijxent àla faveur dudoubk 
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signe +^^ les nombres + 3 et— 1 1. De ces deux 
nombres V le premier satisfait seul à la quest;îoii 
proposée, selon M. £ézout^ le second est donc 
une valeur superflue , totalement étrangère au 
problême , preuve évidente de l'unité de ra« 
cine dans une équation-puissance. Le problême 
a été piy^posé dans Tordre positif; nous allons 
le proposer dans Tordre négatif. 

P R O B.L ]Ê M E II. 

Trouver i^n nombre tel que si à son carré 
on ajoute 8 fois ce mêrne nombre , le tout 
fçisse — 33r 

RÉSOLUTION". 

Soit— ^;ïr le nombre cherché, son carré sera 
— j:x, auquel ajoutant — Zxy on formera Té- 
quation — x^: — 8:1: =-^'33 , ou — • xat ==: ~ — 
Qx — 33. Faisant dans la formule ^ =: — 8 , 

;i=33,onaura— -^=z= 4+|/iri(îir33 

= 4+1^ — 4d=: + 4 — 7=; — 3 quiré^ 

sont le problême. Le carré de — 3 est — 5 , 
8 fois — 3 donne — 24, dont Ja somme — 9 — 2 4 
fait exactement — 33. 
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PROBLÊME III. 

On devait partager \qS Iw. entre un certain 
nombre de personnes ; mais il y en a deux 
d'* absentes^ etquiy par cette raison^ ne doivent 
pas avoir part. Cette circonstance augmente 
de lo liv, la part de chaque présent. On de- 
mande combien il devoit d'abord y avoir de 
partageans? 

^ RjésOLUTION. 

Soit :t le nombre de ceux qui dévoient partager. 
Comme il y en a deux d'absentes , et par cette 
raison exclues du partage, le nombre efTectif 
des partageans sera x — :a. Si on divise 175 par 
X , l'expression — ^ indiquera la part que chaque 
personne auroit eue si elles eussent été toutes 

présentes. Si on divise 175 par jc — 2 , le quo- 

xnS 
tient — — - exprimera la part effective des per- 
sonnes présentes , et parce que cette part est 
plus forte de 10 livres que celle exprimée par 
2lZ- , augmentant cette dernière de 10 , on for- 

mera l'équation -£7- = + lo. Multipliant 
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par A-, on a =.i75+iox. Cette équation 

multipliée par X — 2, donnera ijôxzzzijôx-^- 
loxx — 35o— 2oy; supprimant ij5x de part 
et d'autre , il vient 0^1 oxx — 20X — 35o , ou 
^ ioa;x = 20x — r — 35o; divisant par 10, on ob- 
tient finalement xx = 2x— — 35, 

Pour résoudre cette équation , on fera dans 
la formule 5 = 2 , /? = — 35 , ce qui donnera 
jr=i + j/r^^^35 = i+ï/3Ç = i+6= 7. 
Donc si on ôte 2 unités de 7 qui représente le 
nombre de ceux qui dévoient partager, il res- 
tera 5 qui indiquera le nombre effectif de ceux 
qui ont partagé et ont reçu chacun 35 liv. pour 
leur part, qui. eût été réduite à 10 livres de 
moins, c'est à-dire à 25 livres, si les absens 
eussent été présens. 

M. Bézout au lieu de résoudre l'équation- 
produit XX — 2x = 35 , que la construction, 
du problême lui a donnée , résout l'équation- 
puissance x^—2x+ 1=36, qu'elle ne donne pas j 
et trouve pour résultât final x=: 4^6 + 1 , dont 
il obtient x = 7, x=— -5, deux valeurs op- 
posées en espèce et en nombre d'unités ; aussi 
l'auteur ajoute -t- il que le premier nombre 7 
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résout seul la question , et que — 5 en résout 
ime autre , ce qui confirme ce que nous avons 
avancé, que d'une équation -puissance on ne 
peut jamais obtenir qu'une seule solution et 
une seule réponse à une question proposée, 

PROBLÈME IV, 

ZJn homme acheté un cheval qiCil "vend au 
houù de quelque tem,ps pour 24 pis tôles ; à 
cette "vente il perd autant pour cent que le 
cheval lui avoit coûté. On demande combien 
il l'avoit acheté ? 

RESOLUTION. 

Soit X le prix de l'achat du cheval. Comme 

le marchand perd autant pour cent que le 

cheval lui a coûté, en soustrayant de 100 la 

valeur jtr, prix de l'achat , on aura 100-^:1: qui 

exprimera la perte qu'il fait sur 100. Pour avoir 

celle qu'il fait sur x ^ on fera cette analogie, 
lOOJtr— ji;a: 

100:100— JcttAr: , réduction du prix du 

100 
cheval; et parce que cette réduction est égale à 

IQOr — XX 

aipistoles, on aura l'équation -^ = 24 j 

100 
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TOultipliant par loo, on aioo:if— :ir:r = 24o<>; 
changeant tous les signes, il vientx;r— .100^= 
—2400 , ou jc:r = 1 oo;c —2400. > . 

Faisant dans la formule ^ = 100 , /? sr 2400 , on 
aura par la substitution x=i5o+ 1/^2500—2400 
et j^ :=: 5o -^ 1/^2600 — 2400 , ou ji: = 5o+io , 
yzzzôo — 10, finalement a: =: 60 , etj^=:4o; 
solution double résultante del'équation-produit 
xoc zzioox —2400, la même que celle de M. Bé- 
/ zout à laquelle il ne satisfait pas , mais qu'il trans- 
forme en équation-puissance xx'^ioox+fzôoo 
= 25oo — 2400 , dont il extrait xz=z5o + ^Qy ^^ 
qui donne, suivant Fauteur, ces deux valeurs 
^=:6oet a; = 4o, tandis que l'équation-puis- 
gance n'en peut donner qu'une* 

Les deux valeurs 60 et 46 que l'on a obtenues 
de l'équation-produit xxz=zi 00:1: — 2400 , satis- 
font l'une et l'autre aux conditions du problême ; 
car en supposant que le cheval a été vendu 60 
pistoles, 100 se trouve rédtdt k ^Oy et l'on a 
100 : 40 : : 60 : 24. Si on suppose que le cheval 
a été vendu 40 pistoles , alors 100 étant réduit 
àffo donnera cette angJogie, 100: 60:: 40: 24. 
On voit par là que les deux valeurs trouvées 
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60 et 40 satisfont également aux conditions du 
problême ; mais l'eacncé de la question n'est 
pas suffisant pour déterminer lequel de ces 
deux prix a eu li^u. 

M. Bézout ajoute que si on supposoit 26 pis- 
toles au lieu de 24, le problême seroit inso- 
luble. La raison qu'il en donne est l'impossi- 
bilité de pouvoir extraire la racine d'une 
quantité négative, telle que \/ — 100 ; mais on 
a pu voir le contraire dans vingt endroits de 
cet ouvrage , où l'on à extrait , avec autant 
de raison q*^® àe facilité, — 10 dey'— 100 , 
comme l'on extrait + ï o de y^ + 1 00. Ce n'est 
donc pas la racine imaginaire y^-— ioq qui est 
la cause de l'insolubilité , mai^ l'absurdité dp 
la supposition. C'est en effet une chose absurde 
de supposer qu'une quantité puisse surpasser 
son maximum : or telle est la supposition que 
l'on fait , lorsque l'on propose de résoudre l'é- 
quation jcx — 1 00 jtf + 2600 = o , laquelle ren- 
ferme un excès de maximum^ dans le troisième 
terme , lequel représentant le produit de deux 
parties de 100, ne peut surpasser sSoo, le 
plus grand de tous les produits que l'on peut 
2. 10 
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faire avec deux parties quelconques de loo. 
Pour saisir plus facilement cette vérité , sup- 
posons qu'on propose de diviser i,o en deux 
parties , dont le produit soit aff. Ou demande 
une chose impossible , parce que le rfiaximurn. 
de deux parties quelconques de lo est 25 ; car 
si Ton pïend 9 et i .pour les deux parties cle 
10, le produit sera, 9; si ou' prend 8 et 2, le 
produit sera 16; si 7 et 3, le produit sera 21 ; 
si 6 et 4 » le produit sera 24 ; si 5 et 5 , le pro- 
duit doim,era 25 pgur.Je.plus grand de tous les 
produits de deux parties, quelconques de 10. 
Celui donc qui propose de diviser 10 en deux 
parties^ dont le produit soit égal à 2^, pro- 
pose une chose absurde et impossible. Pour 
reconnoître cette absurdité dans une équation 
ordonnée du second degré .^ sans avoir recours 
aux imaginaires , il suffit d'examiner si. le troi- 
sième terme surpasse le carré de la moitié du 
coefficient du second terme; s'il le surpasse, 
l'équation est fausse et le problême insoluble. 
Les équations ci-àprès sont de oettç espèce. 
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EXEMPLES 

d'équations fausses du second degré y qui 
contiennent des excès de maximum. 

^^+ia:+ I z=:o 
x^ -^^ ex '\' ce =. o 
a?^+2aî+ 3 z=:o 

x'^'\'jx-^Q.5z=io 
x\+(g+h)x+g^-]rh''^gh — o 

Toute équation du second degré réduite et 
ordomiée , dont le troisième terme surpasse 
le carré de la moitié du coefficient du second 
terme, est mie équation fausse et insoluble ; en 
voici la raison : L#e troisième terme de l'équation 
exprime le produit des deux facteurs ; le coef- 
ficient du second terme en exprime la somme ; 
mais le carré delà moitié de cette somme est 
le maximum des produits : le troisième terme 
qui représente un de ces produits , ne peut 
donc jamais surpasser le carré de la moitié du 
coefficient , sans rendre l'équation fausse et 
iii&oluble : tel seroit le problème où Ton de- 
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manderoit de construire un cercle dont le rayon 
surpassât le diamètre, 

La méthode usitée, .pour résoudre les équa- 
tions du second degré consiste à transformer 
les équations-produits en équations-puissances , 
ensuite à extraire une seule racine du premier 
membre de l'équation transformée, et deux 
racines contraires du second membre; à savoir, 
ime positive et une négative indiquées par le 
double signe +- qui précède le radical de la 
formule. Par exemple , on propose de résoudre 
l'équation oja; -f 8a; — 33 = o , équation-produit 
du second degré , parce que le premi er membre 
n'est pas une puissance parfaite. Pour trans- 
former cette équation -produit en équation- 
puissance, on fait passer le troisième terme 
— 33 du premier membre dans le second , ce 
qui donne xœ+8xz=:z+35 ; et comme le pre- 
mier membre n'est pas une puissance parfaite, 
on le rend tel en lui ajoutant le carré i6, qui 
est celui de la moitié de 8, coefficient du se- 
cond terme. On fait la même addition dan* 
le second membre pour ne point troubler l'é- 
galité, ce qui domic l'équation -puissance ^V 
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+8aj+ 16 = + 16+33 ; ensuite on extrait du 
premier membre la racine a;+4, tandis que du 
second membre on en extrait deux représentée* 
par le double signe +^ i/49 , ce qui signifie + 7 
et — 7 , deux valeurs opposées et ixisociables y 
qui ne peuvent exister dans im même produit 
sans se détruire : après quoi on dégage i'in-. 
connue , et Ton obtient pour résultat final xz=z 
*"4-h|/4g,cequisignifi^x=:+3,eta?=:— II, 
comme si 11 unités négatives et 3 imités po- 
sitives pouvoîent résoudre la même question. 

Il est donc évident que lorsqu'on transforme 
une équation -produit en équation-puissance, 
on ne résout point le problême dans toute son. 
étendue , puisqu'une équation-puissance n'étant 
composée que d'une seule racine , et n'étant 
susceptible que d'une transformation identique, 
ïîe peut donner qu'ime luême réponse à une 
question proposée. Si la question en exige deux , 
I équation -produit les donne ; c'est pourquoi 
lorsqu'on propose un problême du second de- 
gré à résoudre , si la construction immédiate 
du problême donne une équation- puissance , 
on est assuré que la question n'exige qu'une 



rjQ l'algèbre 

réponse et ne peut avoir qu'une solution. Si 
au contraire la construction immédiate du pro- 
blême donne une équation -produit, la ques- 
tion est suceptible de deux solutions. C'est 
donc dénaturer le problême , que de trans- 
former l'équation-produit, que sa construction 
adonnée, en équation-puissance, comme on le 
pratique, puisque le problême auquel on peut 
satisfaire par deux solutions , n'est pas le même 
que celui auquel on ne peut satisfaire que par 
une seule. On peut se rappeler l'embarras dans 
lequel l'auteur de l'article équation du Dic- 
tionnaire Encyclopédique s'est trouvé , pour 
avoir voulu extraire deux valeiurs de l'inconniie 
dans les équations-puissances. 



OBSERVATIONS. 



Nous n'avons employé pour la résolution des 
équations du second degré , que la formule 
,Ti;i:^^+j/^7^, r = i'î--|/T^^^^dont 
la première partie exprime la moitié de la somme 
des deux facteurs de l'équation, plus la moitié 
de leur différence. La seconde exprime la moitié 
de la même somme , moins la moitié de la. 
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même différence. C'est cette même formule 



miîse sous la forme a? = \/ l \ \/ ^ r 

+ K T"~|/^-^-^yE?r qui servira à la résolution 
des équations de tous les degrés. Elle suppose 
une seule racine dans une équation quelconque, 
jmais elle la suppose divisée en deux parties et 
égale à un binôme ; par exemple, a; = /7j+/z. 

La multiplicité des racines répugne à la na- 
ture des équations composées , comme la mul- 
tiplicité des multiplicandes répugne à la nature 
des produits , parce que les équations compo- 
sées sont de véritables produits dans lesquels 
un seul facteur fait la fonction de multiplicande 
ou de racine , les autres facteurs remplissent 
les fonctions de multiplicateurs sans faire partie 
du produit, ses uxûtés étant des miités de fois 
entièrement hétérogènes à celles du multipli- 
cande. 

Cependant tous les livres d'algèbre discret 
le contraire, qt prétendent que Téquation ;»;^--. 
7a:+6=:o a trois racines, deux positives. et 
une négative ; savoir , -|- 2 , -f- 1 et — 3 , procédé 
erroné qui vient d'avoir donné à une lettre 
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dcterminée trois significations différentes, et 
avoir fait x^za^xz^l/^xznzc^ au lieu de x^iza^ 
y:z:zb^ zzzzc. En effet , quand une letti*e a reçu 
sa détermination et se trouve fixée à représen- 
ter a , elle ne peut plus représenter une autre 
quantité b^ sans rendre identique les quantités 
qu'elle représente , puisque Ton auroit a =jr , 
b:=rix ^ et Ton conclurok donc bz^zia^ deux 
quantités égales à une troisième étant égales 
entre elles. Il est donc évident que lorsque x 
est déterminée à représenter le multiplicande 
a , il faut une autre lettre pom* représenter le 
multiplicateur; et parce que chaque facteur 
peut faire successivement les fonctions de mul- 
tiplicande , il s^ensuit que les facteurs +2 , +1» 
— 3 répondent aux trois équations x^ — yjt-f^ 
r=ro,/^=77+6 = o, js^— 724-6=0, ce que 
la substitution de chaque racine dans chaque 
équation particulière confirme, d'une manière 
évidente, en doimant pour la substitution de 
laracine 2, Téquationnumérique 8 — i4+€=o, 
quirépondàréqualionalgébriquejc^+7-^+^=o. 
La substitution de la racine + 1 donne l'équa- 
tion numérique + 1 — 7+6 i= o , qui répond à 
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y^-~^rjy^Sz=io. La substitution de la racine 
— 3 donne — a7 — —-21 +6= o , équation 
numérique qui répond à l'équation algébrique 
— js' + 72 + 6 = o. On voit clairement par cette 
exposition , que ce n'est pas une sexde équation 
qui a trois racines , ce qui représenteroit un 
monstre à trois tètes , mais trois équations qui 
ont chacune la leur. 

Auxpreuves que nous avons données de l' unité 
de racine dans une équation quelconque^ 
nous ajouterons la suivante. 

Résoudre une équation , c'est ramener l'in- 
connue à être seule dégagée, et au premier 
degré dans le premier meiûbre , tandis que les 
quantités connues forment le second : or une 
inconnue seule dégagée, et qui est aU premier 
degré dans le premier membre , ne peut avoir 
qu'une racine , puisque les problèmes du pre- 
mier degré n'en ont jamais qu'une, suivant tous 
les algébrîstes. Donc une équation quelconque 
n'a jamais qu'une racine. 

On regrelte'le temps que les algébristes ont 
employé à vouloir forcer l'algèbre à leur accor- 
2. II 



der dans une équation autant de racines que de 
Facteurs , et qui n^ont obtenu que des racines 
étrangères , dont la majeure part sont imagi- 
naires^ parce que leur demande étoit déraison- 
nable. Les exemples ci-après , extraits de difïé- 
rens auteurs , en sont une preuve convaincante. 
M. Sauri, dans le premier volume de son 
Cours de Mathématiques , pag. 266 , s'exprime 
de la manière suivante : « Soit ime équation 
<c du troisième degré jf^ — i =0. Cette équa- 
ce tion étant divisible par x — 1=0, et le quo- 
«< tient étant x^+x+izzo^ dont les racines sont 

ce «.-^__— ^ l'oii aura pour les trois racines 

,. "" , 1, . , -1 + V/-3 -i-|/«3 

c< cubiques del unité, i, — , » 

2 2 

R. Des trois racines assignées , la seule 
vraie, légitime et approuvée par l'algèbre, est 

— i + V^— 3 -^1— v/-3 

V unité; les deux autres et — 

2, 2 

qui résultent de la fausse équation :f'*+:r-f- 1=0, 
bien loin d'exprimer des racines vraies , n'ex- 
priment que des racines absurdes. En effet, 
le troisième terme de l'équation du second 
degré x^+x+iz=zOj qui est 1 , est un excès de 
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maximum , qui excède le inaxim,um^ ^ , carré 
de la moitié du coefficient du second terme de 
\ d'unité ; en voici la raison. Le troisième terme 
de l'équation exprime le prodiiit des deux fac- 
teurs ; mais ce troisième terme est l'unité , et 
le coelficient du second terme est encore l'u- 
nité qui exprime la somme des facteurs : pr 
il est impossible de diviser cette dernière miité 
en deux parties , dont le produit soit plus grand 
que ^. Donc le troisième terme i ou^ qui re- 
présente un de ces produits , excède le m,aœi- 
mum 7 de -^ d'unité. Il est donc évident qu'une 
équation du second degré, dont le troisième 
terme surpasse le carré de la moitié du coef- 
ficient , est ime équation fausse et absurde } 
aussi les imaginaires qui en dérivent sont-elles 
des quantités impossibles et chimériques. 

Formules extraites des Élémens d'algèbre 
de M. Clairaut , page 2o5. Équation proposée 
ax^zzizb. Première racine réelle i/i. Seconde 

racine, mais imaginaire, — 7 y^- + y— ^y/ÈH. 

aa 

Troisième racine imaginaire - { 1/ - - K - - y^i^- 
Ces racines imaginaires procèdent de la fausse 
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éqnation XX + ex + ce :=zo ^ dans laquelle on a 
substitué -:=±€?; mais il est visible que Téqua- 
tion xx+cx-^cczizo contient un excès de 
maximum,, puisque le maximum étant ^cc, 
carré de la moitié du coefficient , il se trouye 
surpassé par ce ou | ce de | ce. 

Fô|*mules extraites du Cours de M. Bézout 
à l'usage de la marine, pag. 227, .3« partie. 
Équation proposée j^— 1=0. Pre^piière racine 

réelle 1. Seconde racine imaginaire • 

Troisième racine imaginaire Ces ra- 

cines imaginaires procèdent de la fausse équa- 
tion ^/"^ + y + 1 = o , dont l'excès sur le maximum 
est de ^ d'unité. 

Formules extraites de l'Analyse déterminée , 
pag. 606. Equation proposée x^ — x — 6 = 0. 
Première racine réelle 2. Seconde racine ima- 
ginaire — I + V^— • 25. Troisième racine imagi- 
naire — I — )/— 2. Ces racines imaginaires pro- 
cèdent de la fausse éqiution ;rx+2Jf+3=:o, 
dans laquelle le maximum 1 est surpassé de 
2 unités positives. Ce sont donc ici , dit M. Euler, 
Jés deux autres racines de notre équation , les- 
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quelles sont , comme on le voit , impossibles 
ou imaginaires. Mais si ces racines sont im- 
possibles ou imaginaires, elles n^ajoutentriea 
à Tunlté de racine , puisqu'ime racine réelle , 
accompagnée de cent racines imaginaires , ne 
dit rien de plus que la seule racine réelle , et 
n^augmentent en rien sa valeur , les impossibles 
et les chimères n'ayant aucun effet en leur puis- 
sance. Les racines imaginaires sont donc nulles 
par nature, et ne peuvent être d'aucune im- 
portance. 

Formules extraites du Traité élémentaire 
d'algèbre , par M. l'abbé B. • . . Équation pro- 
posée x^ — ^ghx — ^'— A^=:o. Première ra-» 
cine réelle g'+A. Seconde racine imaginaire 
^(g+j) (g-^)|/--3^ Tromème racine ima- 



2 â 



ginaire ^^ ^ — ^-g— /Jl . Ces deux ra- 

cines imaginaires procèdent de la fausse équa-» 
tien xx^(g+h)x+g^+h^ — ghzzzo^ dans 

(g+hy 
laquelle lé maximum est plus foible 

2 

que le troisième terme +g^'\-h'^'^gh; car fai- 
5antgr = 3, /? = 5, ona-^ ^=16, et +ê^^ 
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4.A*— -gfA^ig, valeur du troisième terme 
qui surpasse le maximum 16, coefficient du 
second terme de 3 unités. 

On voit par ces exemples combien Talgèbre 
est éloignée de favoriser la multiplicité des ra- 
cines dans une équation composée, puisque les 
algébristes n'obtiennent qu'une racine réelle 
dans les équations du troisième degré; les deux 
autres imaginaires étant des nombres chimé- 
riques et impossibles , ne doivBnt point être 
placées au rang des racines ni en porter le nom. 

Comme la matière des équations composées 
est très intéressante , on ne doit jamais perdre 
de vue, lorsqu'il s'agit de cette partie , que de 
tous les facteurs qui concourent à former une 
équation composée , un seul en qualité de 
racine multiplicande , occupe la totalité de 
l'équation-puissance ou de l'équation-produit ; 
les autres facteurs en quaUté de multiplicateurs 
composés d'unités de fois , n'en font nullement 
partie, comme nous l'avons fait voir dans VEœ- 
position du Calcul des quantités négatii^es. 

La formule qui nous a conduits à la résolu- 
tion des équations du second degré., nous con- 
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duîra, par le moyen de quelques changemens , 
à la résolution des équations des troisième, 
quatrième , cinquième degrés et autres , dont 
on suppose le second terme évanoui ; c'est 
pourquoi nous allons donner la méthode de 
faire évanouir le second terme d'une équation. 
Pour faire évanouir le second terme d'ime 
équation : Soient j^*" +«/"»•' les deux premiers 
termes d'une équation , dont n représente le 
coefficient du second terme, et m représente 
rexposaht du degré de l'inconnue : on suppo- 
sera jz=: a; + — . On prendra le signe + si le 
coefficient du second terme a le signe — , et 
le signe — s'il a le signe +. On élèvera ce bi- 
nôme aux mêmes puissances que la lettre y a 
dans l'équation ; on comparera les puissances 
de l'un et de l'autre. Le résultat de cette com- 
paraison donnera une équation dans laquelle 
le second terme sera évanoui; les exemples 
éclairciront les règles. On propose l'équation 
y^ — ^y^ -j- II jK -^6 = o pour en faire évanouir 
le second terme. On commencera par faire 
j = 07 + 1 , ou en réduisant j= a; -f- 2. On élèvera 
«r + 2 aux; mêôies puissances où y se trouve 
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élevé dans les différens termes de l'équation ; 

on les multipliera par les mêmes coefficiens, 

pour former autant d'équations que l'on fera 

de comparaisons entre les puissances monômes 

de l'équation proposée , et les puissances po- 

linomes du binôme .comparé. C'est ainsi que 

l'on aura, 

^5 =:x^ + 6x''+i2x+ 8 

— 6jr^ =: — 6x^ — 24^:— .24 

+ 11/ zzz +ii;t:+22 

yS — ey^^ixy — 6z=x^ o — :r 

L'équation, que l'on a obtenue est une équa- 
tion dont le second terme est évanoui. Le zéro 
que l'on a mis à la place du second terme 
dans l'équation transformée , indique cet éva- 
nouissement. Le quatrième terme se trouve aussi 
éliminé par cas fortuit, le nombre des unités 
positives et négatives dont il est composé s'é- 
tant trouvé égal de part et d'autre. Nous allons 
donner encore im exemple pour éliminer le 
second terme d'une équation. Soit propose? de 
faire évanouir le second terme de l'équation 
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y3 — 6j^-j-i3j — i2=i:o. On Eera j^=:x+2\ 
on élèvera le binôme x+a aux mêmes degré^ 
de puissance que l'inconnue j a dans Téquation 
proposée ; on les multipliera par les mêmes 
coefficiens, pour compeirer les puissances de 
l'une aux puissances de l'autre , comme on sk 
fait dans le premier exemple , .ce qui donnera 
y^zzz x^ +6xx+i2x+ 8 

+ i3x=: +i5x+2J6 

— 12 =r —12 

x^ o +^-—2 = 

ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ. 
Ordre positif. 

Si on lait la racine x d'une équation =: m + « » 

a 1 f ,-,-—4 

on aura, x^rrz m+n j x^:=zm+n ^x^z=zm+n j 

x^z=zm+n ^ etc. Supposant ces équations ef- 
fectuées et délivrées du second terme , il s'agit 
de revenir de la puissance à la racine , et ob- 
tenir a: = TTï+T^; telle est la fin du procédé que 
nous allons indiquer pour la révolution des 
équations de tous les degrés. Nous commen- 
2. 12 



cerons par celles du troisième, représentées par 
Téquation générale x^ — 3/?x — j=ro, ou x^ 
rr 3px+s. On comparera les termes qui com- 
posent l'équation proposée à résoudre, à ceux 
de l'équation générale; et les valeurs détermi- 
nées qui résulteront de cette comparaison , étant 
substituées dans la formule générale en place 
des lettres 4jui la composent, donneront les 
valeurs de m + n^ ensorte *que l'on aura en 
dernière analyse xziz m +n. Les exemples ser- 
viront d'éclaircissemens. 

Formule générale. 



,5 



PROBLÈME PREMIER. 



On demande quel est le nombre dont le cube 
est égal à sixjbis ce même nombre '\-q? 

RÉSOLUTION. 

Selon les conditions du problême , on a jc^= 
Çx+Q. Comparant terme à terme cetteéquation 
à l'équation générale :c^=3pjc+j, on trouve 
3/7=:&, pz=i*À et ^=9; substituait 2 et^ en 
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pkce des lettres p et s de la formule générale 
ci-dessus, ou aura 

X = J/8 + v^i 

Jtzz: 2i + i 

La racine du binôme étant 2+ 1 , on a A:=3t 
valeur requise qui satisfait aux conditions dii 
problême, le cuhe de 3 qui est ay étant égal 
à 6 fois 3 +9, ou la+fl 2=5^7, comme il étoil 
proposé, 

U faut observer que la première partie de 

la formule— +K _— /?5^ exprime la moitié 
de la somme des cubes plus la moitié de leur 
différence. La moitié de cette somme est dé- 
signée par — , et la moitié de la différence par^ 

V i — p^. Comme l'expression de la moitié da 
cette différence est plus difficile à saisir, nous 
allons donner la preuve qu'elle est égale à la 
demi-différence des cubes. 
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Soit x:=:m+n; élerant chaque membre de 
réquatlon à la troisième puissance, elle se 
changera enx^zz5mn(m+n)+m^. Substituant 

dans le second membre x en place dem+n^ 
elle se convertit en x^:=:z3mnx+m^. Compa- 

xant cette équation terme à terme avec l'équa- 
tion générale x^i=z3ipx+s ^ on a 5mnz=z3p^ 
mn ^zzp etm^+ ri^zrz s. De l'équation mn zrzp, 

extrayant /^^=:■^,, et substituant cette valeur 
dans Téquation /w'+n'=:^, il vient w^+Z.^ =:j. 
Multipliant par/»', l'équation devient m^+p^ 
z=sm^^ ou m^ — sm^^n — p^^ équation laquelle 
résolue par la méthode du second degré , donne 

pour racine m^ zzzv— — /?^ Or, il s'agit 



m^ — n} 



de prouver que v ~ ^p^ est égala , 

4 a 

moitié de la différence des cubes. Pour cela, 

il suffit de démontrer que Y —-^p^ qui est 

égal à 77^3 — —, est aussi égal à . Voici 

comment* Pmsque jzstw^+tï^, ona =— 

3 3 ^ 

— — — • Ajoutant rn^ de part et d'autre , m^ 



2 2 2 
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:donc/w^ — — = ■ , mais/Tî^'— — 

4 4 a 

est la vraie demi-différence des cubes. 

U suit des expressions de cette formule, que 
la racine cubique de la moitié de la somme des 
•cubes , plus la moitié de leur différence , domie 
la plus grande partie du binôme m+», et que 
la racine cubique de la moitié de la somme des 
cubes, moins la moitié de la différence ^ donne 
la plus petite, ce qu'il est facile de vérifier dans 
le problème actuel, dont les valeurs de la ra- 
cine sont 2 et 1. La somme des cubes est 8+1 
=9, et leur moitié |, laquelle ajoutée à 7, 
moitié de leur différence, donne 8, dont la 
racine tîubique est 2 pour la plus grande ; la 
moitié de la différence 7 retranchée de |, donne 
I , dont la racine cubique est 1 pour la plus 
petite. 
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PROBLÈME 11^ 

Trouver le nombre dont la différence entre 
son cube et le triple de sa 'valeur soit 2. 

HisOliUTION. 

Le problème mis en équation donne x^ — 
3^=2,ou:ir^:=3A:+2. Comparant cette équa- 
tion avec l'équation générale x^z=z3px+Sj on 
trouve ^p=z3jP=:i et ^= a ; substituant 1 et 
2 en place des lettres pet s de la formule gé- 
nérale , on aura 

X=ZT +1 

L'opération donne 1 + 1=2 pour la racine de 
l'équation, valeur du nombre cherché, puisque 
la différeince entre 8, cube de 2, et 6 triple du 
même nombre , donne 8 — 6=2 , comme l'exige 
la condition du problême. On voit par cette 
résolution que lorsque les parties du binona^ 
sont égales , la différence exprimée par y f^^p^ 
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devient = o ; ce qui doit être , puisqu'entre 
quantités égales la différence est nulle. 

P \R O B L JÈ M £ III. 

On demande quel est le nofnbre dont le cube 
moins 28 est égala neuf fois sa valeur? 

R]êS0LUTI0ir. 

Soit X le nombre cherché , son cube sera x^; 
retranchant 28 , on a a:^— 28 ; et parce que cette 
différence doit égaler qàt , on formera l'équation 
a:^— 28=9^, ou:c^=9;»;+28. Comparant cette 
équation avec Téquatiôn générale x^ = 3/7ji:+ j, 
ona3/7=9, p^=^y s^nô; substituant les va- 
leurs de pets dans 1^ formule générale , on aurg, 



x = y^+^/^^z:^ + y/E^v^^à7 



xz=zY2rj + yx 

x — 2^ +1 

Le nombre cherché est 3+1=4, dont le 
cube 64 diminué de 28 , donne 36i égal à 9 fois 
4 , comme il étoit proposé. 
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PROBLÊMB IV. 

Une personne ayant plusieurs louis dans sa 
bourse^ propose à un mathématicien d'en 
deviner le nofnbre, en lui disant que si du 
cube de ce nombre on soustrait i8 fois ce 
même nombre , le restant est 35. On demande 
quel étoit ce nombre ? 

RÉSOIiUTIOK. 

Soit X le nombre demandé , son cube sera x^; 
$i de ce nombre on retranche 18 fois ce nombre , 
on aura x^ -^^ 18* , diiTérence qui doit égaler 35. 
On formera dqnc réquation x^ — 1 8ap = 35 , ou 
;t:'=ri8ji;+35. Comparant cette équation avec 
Téquation générale x^z=:5px:+s^ on a 18 =3^, 
pz=z6^s=:z35; substituant les valeurs dep et 
s dans la formule générale, on aura 





-216 + j/¥- »/";'■ 


—216 




5 ., . ,.- 




« = v/27 
x = 5 


+ 2 
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Le nombre demandé est 34-2 = 5, son cube 
est 125 , i8 fois sa valeur est go , laquelle sous- 
traite de son cube 1 25 , le restant est 35 , comme 
il étoit proposé. On peut observer, comme 
dans les problêmes précédens , que la racine 
cubique de la moitié de la somme des cubes , 
plus de la moitié de leur différence , est égale 
à la plus grande des deux parties du binôme , 
et la moitié de la somme des cubes, moins 
la moitié de leur différence , est égale à la plus 
petite. En effet, 27, cube de 3, ajouté à 8, 
cube de 2, donne 35 pour la somme des cubes, 
dont la moitié est •^. La différence du cube 
27 au cube 8, est 1^, dont la moitié est -—, 
laquelle ajoutée à -^ donne. 27, dont la racine 
cubique est exactement 3, plus grande partie 
du binôme ; et -— moitié de la différence re- 
tranchée de ^ , moitié de la somme des cubes , 
donne 8, dont la racine cubique est 2 pour 
la plus foible partie du binôme 3 + 2. 

C'est pour rendre plus sensible la moitié 
de ces sommes et de ces différences , ^ pro- 
priétés remarquables , que l'on n'a point abrégé 
le calcul des opérations. 

2. i3 



PROBLÈME V. 

Trouver <]uel est le nombre dont le cube 
BSt égal à six fois ce même nombre +4o* 

RiSOLUTION. 

Soit X le nombre cherché , son cube sera x^ , 
six fois ce même nombre sera 6x ; à quoi ajou- 
tant + 40f on aura l'équation Jc^rz: 6a; +40. 
Comparant cette équation à l'équation générale 
AT^zziSpAT+'^î on aura 3p=:6, /?=:=2, jr=r4o; 
substituant les valeurs de /^ et ^ dans la formule , 
on aura 

^ I/4Q . aSxy/a . |/4Q~' "28>rî 72 

1 3 

:r = ^2o4-l4v^2 + 1/^—14^/2 

:r =: 2 + a 

;^=4 

Le nombre qui satisfait à la question est 4? 
dont le cube 64 est égal à 24+40, comme il 
étoit proposé. 
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La résolution de ce problème peut faire 
naître une objection contre la proposition 
avancée , que la lettre s de la formule repré- 
sentoit la somme des cubes des parties du 
binôme; car on diroit que 40 qui répond à la 
lettre s^ n'est pas égal à la somme dès cubes 
de 2 et a , qui donnent 8 + 8 = i^» 

Pour satisfaire à cette juste observation, 
nous dirons qu'il faut faire attention que les 
racines immédiates et non les racines réduites 
du binôme , sont a+ v^a , et a — j/a ; et leurs 
cubes 20 -|- 1 4 V^a, et ao — 1 4 V^2 , dont la somme 
est exactement 40 , comme on le voit par les 
opérations ci-après. 



2+ V^2 

2+ v/a 


2 — /a 

2 — /a 


4+2/2 

+ 2V^2 + 2 


4 — 2 /a 
— 2 1/2— — a 


6+4»/2 

2+ /2 


6— 4/2 
2 — /a 


12+8/2 
+ 6/2 + 8 


12 — 8 /a 
— 6/a 8 



ao+i4l/a ao — i4ï/2 
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PROBLÊME VI. 

Trouver la racine de V équation du troisième 
degré x^ = — 6a; + 7. 

RÉSOLUTION. 

Comparant réquatîon proposée à Téquation 

générale 3/7a: + 5, on aura 3/?= — 6, /?=— 2, 

j= -I-7; substituant — 2 et +7 en place des 

lettres /? et j de la formule , on aura 

5 3 _ _ 

^ = |/t + V^^ 8 + /T- Z^:^ 8 

3 .. ^. . 

La racine de l'équation proppsée est + 2 -7- 1 
s: + 1 , relative à l'équation du binome-différence 
x'=iTn — n^ composé d'une valeur positive et 
d'une valeur négative plus foible en iiombre 
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d'unités que la positive. Pour en faire la preuve, 
on substituera i en place de x dans Téquation 
proposée a:' =: -— ff jt: + 7 , qui donnera 1 = — 6 
+7, ou 1 = 1. 
On observera que dans la quatrième colonne 



horizontale 1/^7 + 1 , le second terme f- exprime 
la demi-différence additionnelle entre le cube 
positif 8 de 2, et le cube négatif — i de — i , 
à savoir 8— — i =9, dont la moitié est |, 
qu'il ne faut pas confondre avec la même ex- 
pression 7 qui se trouve dans la quatrième co- 
lonne horizontale de la résolution du premier 
problême du troisième degré , laquelle porte 

[/ 7 + 1, dont le premier terme | exprime la 
demi-somme des cubes dé +2 et de + 1 , valeur 
des deux parties de la racine , et le second 7 eu 
exprime la différence rigoureuse. On voit par 
là qu'une même expression, telle que +9, peut 
signifier la somme des cubes 8-|-i, ou la dif- 
.férence additionnelle qu'il y a entre le cube 
positif -f- 8 et le cube négatif — 1, dont la va- 
leiu: +8 — — I est également +q. 
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PROBLÈME VII. 

Trouverlaracinede V équation duCroisièma 
degré x^ =i +6x — 7. 

BÉSOLUTION. 

En comparant cette équation, inverse de la 
précédente, à l'équation générale ^px+s, on 
a3/7=+6, ;>^ + 2 etj=— 7; substituant 
1+2 et —7 en place de pelAes de la formule, 
on aura 






= /-^+-f + i/-f — I 



1. 



La racine de l'équation proposée est —2+1 
= — 1 dans l'ordre négatif , laquelle substituée 
dans x^^zzSx — 7 , donne — 1 := — 7+6 = — ^« 
Cette racine est relative à l'équation j»; =r w -'^7 
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OU Jtrzz: 1—2, dans laquelle la négative est plus 
forte en nombre d'unités que la positive. 

PROBLÊME VIII. 
On demande la racine de V équation du 

QX 

troisième degré x^jsz y + x ^ 

RJÉSOLUTION. 

On comparera Péquatîon proposée à l'équation 
générale x^zz 5px +s; d'où l'on tirera 3/? = — ^ , 
p = — I , J = ^ ; substituant ces valeurs de p et 
Jdans la formule générale en place des lettres, 
on aura 

x=^^^ +»>-i 

La racine demandée est i = 7 — 7. Pour en 
faire la preuve , si on substitue l'unité en place 
de X dans l'équation proposée , on a 1 =: — | 
+ -*p=z=7 = i, conformément à l'énoncé du 
problême. 



io4 L^ALGisaB 

/ 

PROBLEME IX. 

Résoudre l'équation du troisième degré 
x' +6x — 20 =o. 

RESOLUTION. 

Comparant Féquation à résoudre x^'\'6x —20 
= 0, que Ton mettra sous cette forme a?^ = 
— 5x+20, arecréquationgénérale jt^=:3px+j, 
onaura— 6=3p,)9— -2, ^=20; substituant 
les valeurs àep et de s dans la formule générale, 
on aura 

V ' >• ^ s 

ar= 1/ io+V^io8 + 1/10 — i/ioo 

;r=^io+e)/3 + l/T6^6y/d 

X = 2 

La racine de l'équation proposée est +2^ 
comme il en conste par la substitution ; car en 
substituant dans l'équation ^r^rs:— 6x'+20 la 
valeur 2, on obtient 8= — 12+20 , ou 8r=:8; 
on observera que le cube de 1 + 1/3 est 
10+6/3. 
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PROBLÈME X. 

On demande de déterminer la racine cu- 
bique de l'équation x^=i: — 3x+4? 

RESOLUTION. 

Comparant la proposée à l'équation générale. 
*^=:3/?a:+j, on a3;7zi: 3, /7z=: i, j=4; substî- 
hiaiit' les valeurs de p et s dans la formule 
générale , on aura 



XZZZ I 

La racine cubique de l'équation domiée est i , 
laquelle substituée dans x^izz — 3x+4y donne 
1= — 3+4 ou I = 1. Il faut fairç attention 
que 7-1- 7 y/ 5 est la racine cubiqiie de 2+v^5 , 
et i— i.|/5 est celle de a — 1/5, comme on 
peut s'en convaincre en élevant l'une et l'autre 
de ces racines à leur troisième puissance. 

Quand les racines ne pourront être exprimées 
2. 14 
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exactement par des nombres entiers ou frac- 
tionnaires, il faudra se contenter des expres- 
sions irratioiuielles dont on extraira les valeurs 
des racines par approximation* Le problème 
suivant est de cette nature, 

PROBLÊME XI. 
Trouver la racine de l'équation x^i=6x-|- 1^* 

RÉSOLUTION. 

Comparant la proposée à l'équation générale 
x^zzz'^pX'^'S^ ona3/?=6, />=2, ^=16; substi- 
tuant les valeurs àe p et s dans la formule , 
on aura 

:r = j/8 + 1/64=8 + j/8- Ve^ 

Pour avoir les valeurs approchées des ra- 
cines ci-dessus , on aura recours aux décimales. 

OBSERVATION s. 

Lorsque dans l'application des termes de 
l'équation à résoudre comparés à ceux de la 

formule générale x.:^ y'^^+y^Z^ , la va- 



SELON SES VRAIS PRINCIPES. I07 

leur correspondante à p^ surpasse 7 j*, la for- 
mule est en défaut et se trouve iusufiisante , 
en ce qu'il y a un excès de quantité dans la 
valeur p^ , dont le maximum est ~ s^^ ce que 
nous allons prouver. 

La lettre p de la formule représente le pro- 
duit mn des deux parties du binôme, et p^ 
exprime le cube de ce produit. La lettre s re- 
présente la somme des cubes w^-j-t^', s^ en 
indique le carré, et £^ en indique la quatrième 
partie. Il s'agit donc de prouver que le cube du 
produit des deux parties du binôme ne peut ja- 
mais surpasser la quatrième partie du carré de 
la somme de leurs cubes. Pour procéder avpc 
plus de facilité et de clarté , nous supposerons 
les deux parties du binoitie égales entre eUes , 
Ce qui donnera ^m pour leur somme , et m* 
pour leur prodtdt ^faisant le cube du produit 
^*, on aura m^\ faisant lé càfré de la somme 
des cubes m^-^m^ ou 2/7*^, on aura 47/1^; mais 
m^ est à 4^^^ î comme 1 est à 4 : donc p"^ =S 
fnfi n'est qtiê la quatrième partie de ^^^s^/^m^ 8 

donc lorsque p^ ^ fl il y a un excès de maxi- 

4 

mum, ce qui ne prouve pas que le ptoblêmô 
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est insoluble, comme dans les équations du 
second degré , mais seulement que la formule 
en pareil cas est insulEsante à la résolution , 
et qu'il faut avoir recours à un autre procédé. 
Ce procédé seroit de pouvoir transformer gé- 
néralement une équation en une autre de même 
valeur , comme il est facile de le prouver par 
quelques problêmes particuliers. 

PROBL]êME PREMIER.. 

On demande la racine de l'équation x^=: 
gox+ioo du troisième degré, qui est dans le 
cas d^ exception de la formule? 

* BiSOLUTION. 

On formera une seconde équation égale en 
valeur à l'équation .proposée. Par exemple, 
x^ :sz6ox ^ I^oo ^ dont on prendra le second 
membre pour l'égaler au second de l'équation 
à résoudre , ce qui donnera la nouvelle équa- 
tion go;c+ 100 = 6045: +4oo. Pour en dégage^ 
l'inconnue , on soustraira 6ox de part et d'autre, 
et l'on aura 3oAcr+ 100 =400; retranchant 100 
de chaque membre , il vient ?tQx =; 3oo ; diri- 
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sant par 3o, on obtient finalement x^zz -^/ =10, 
valeur exacte de la racine cherchée, laquelle 
étant substituée dans Téquation proposée x^=z 
goAT+ioo, donne 1000^900+ 100 ^1000^ 
preuve complette de la vérité de Topération. 

On auroit pu prendre pour seconde équation 
de comparaison;r^= jox + 3oo, jir^=5ojf +5oo, 
x^:=zJ^ox+6oo^ jt^=3ox+700, x^z=z8/^+i6o^ 
etc. Toutes ces équations de comparaison sont 
résolubles par la formule. On pourroit en em- 
ployer d'autres qui ne le soient pas , telle que 
jir^=:8oAr-f 200; mais il est indifférent qu*elles 
le -soient ou qu'elles ne le soient pas, elles 
procureront toujours larésolution du problême. 
On donne en algèbre le nom de cas irréductible 
au cas d'exception dont nous parlons; mais 
comme l'on peut transformer une équation qui 
contient le cas irréductible. en un nombre in- 
déterminé d'autres équations de même valent 
qui ne le renferment pas , on peut dire en ce 
sens qu'il n'y a point de cas irréductible» 



PROBLÈME II. 

Trouver la racine de V équation, x^^ 2&r 
+48 qui est dans le cas d'exception. 

RÉSOLUTION. 

On formera Téquation de même valeur x'= 
12JC+1449 comparant les seconds membres 
des deiixéqnations , on a 28ji:+48= i^x+ 144, 
ou i6x =g/6i divisant par 16, il vient jf= 7!=^* 
valeur de la racine de Téquation proposée x^zsz 
28X+48 ; substituant 6 en place de x , il vient 
216 =r 168 + 48 = 216 , égalité parfûte qui 
prouve la vérité du procédé. 

PROBLÊME III. 

Résoudre V équation x'ssryoox+ffooo qui 

se trouve engagée dans le cas d'exception de 
la formule. 

RÉSOLUTION. 

On formera une seconde équation égale en 
valeur à la proposée , telle que 4oojc+i5ooo. 
On prendra les seconds membres de chaque 
équation pour en former ime troisième qui 
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sera 7oo:r+6oooz=: 4oo*'+i5ooo. Soustrayant 
400^ de part et d'autre , elle se change en Soojt 
+&000 = 15000. Retrancliant encore 6000 de 
l'iui et l'autre membre, on a 300x2=9000. 
Divisant par 3oo , on obtient finalement ;t:=:3o, 
vraie valeur de la racine de l'équation proposée, 
puisqu'en substituant 3o dans l'équation ;t^=: 
700X+6000 en place de a:, l'équation donne 
27000 = 21000+6000 :== 27000. 

Ces trois exemples particuliers suffisent pour 
démontrer qu'en transformant une équation du 
troisième degré en une autre de même valeur, 
soit qu'elle appartienne au cas d'exception ou 
non , on obtient infaillibleûient la racine de 
l'équation proposée. 

Nous avons dit que la formule a:: = — + 
i/T7^ — p exprimoit la moitié de la somme , 
plus la moitié de la différence de deux quan- 
tités ; il faut entendre par différence , unQ 
différence rigoureuse , dont la quantité à sous* 
traire est toujours plus foible que celle dont 
on la soustrait, ce qui arrive toujours lorsque 
la quantité p qui est sous le radical de la for- 
mule, est plus foible que^^^, c'est-à-dire, 
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lorsque ^;y>> p. Si le contraire arrivoît, et 
que ron eût i JJ <P^ la dififérence seroit une 
différence par emprunt ; pour lorsTa formtile 
seroit en défaut et insuffisante à procurer la 
résolution du problême , et de plus Tinsolu- 
bUité de la question , si le problême est du 
second degré ; mais s'il étoit du troisième de- 
gré quî répond dans la formule à y ^^P » 
alors — «^ z?^ ne feroit qu'indiquer l'insuffi- 
sanee de la formule à procurer la solution du 
problême, et non pas l'insolubilité de la ques- 
tion proposée , comme on a pu le voir par la 
solution des trois problêmes ci-dessus. 

L'insuffisance de la formule dans le cas d'ex- 
ception, vient de ce. que la formule générale 
de résolution ayant été calquée sur une diffé- 
rence rigoureuse , le cas d'exception p^^ \ss 
se trouve appartenir à une différence par em- 
prunt. 
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ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRK 

Ordre négatif. 

Pour se conformer à l'analogie des signes 
de l'ordre négatif, nous supposerons la racine 
négative de l'équation égale à un binôme né- 
gatif ; par exemple , — 0;= — ttï — /z. En consé- 
quence de ce changement de signe et du trans- 
port de la racine positive dans l'ordre négatif, 
nous transformerons pareillemen,t les formules. 
L'équation générale sera — jc^= — ^px — s^ 
et changeant les signes de la formule générale, 
on aura la suivante : 



_x== 1/4.1/4.'.;,. +|/.î+i/4'..p. 

PROBLÈME PREMIER. 
On demande la racine de V équation — • x\ 

RIÊSOI-UTION- 

Comparant temue à terme l'équation pro- 
posée avec l'équation générale — x^=: — 3px 
2. i5 
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— j, on a — 3/>=: — 6, — />= — 2, — ^ = 

— 9 ; substituant les valeurs — a et —9 eu 
place de p et de s dans la formule , on aura 

La racine de l'équation est —3, laquelle 
substituée dans Téquation proposée — x^=i 

— 6x — 9, donne — 27= — 18 — 9, ou — 27 
— ^ .— 27 , résolution aussi réelle et aussi vraie 
que celle de Tordre positif. Selon les algébristes, 
y/— 1, y^-^Ô sont des racines possibles, parce 
qu'elles sont des puissances impaires négatives î 
mais v/— I et v/— 8 sont des racines impossibles, 
parce qu'elles sont des racines de puissances 
paires ; distinction à laquelle il ne faut avoir 
Aucun égard. 
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PROBLÈME II. 

Déterminer la racine de V équation — x^ziz 
— 3:i:— -2. 

R£SOZ<UTIOir« 

Comparant l'équation donnée avec Téquatlon 
générale — x^z=z — 3/?jr — s , ona — 3/7= —3 , 
p^=^ — I et— ^=—2; substituant les valeurs 
— - 1 et — 2 en place de —p et de — ^, il 
vient 



— :3C = v/— 1 + V ï 

— a: = — I H 1 

La racine de l'équation est — t +— -i=— 2; 
cette valeur substituée dans l'équation — ^^ = 
— 3a:— 2, donne — 8 = — 6— 2=— 8. On 
observera que les. cubes des deux parties du 
binôme étant égaux , leur dilférence eàt o ^ 
comme on l'a trouvé. 
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PROBIiÉMC III. 

U équation — x'= — ^—28 ^/ii/i/^ donnée , 
o/t demande d^en extraire la racine cubique ? 

L^éqnadon étant tonte formée , on comparera 
réquation proposée ayec Téqnatîon générale, 
—x^=—3/?x—^,cequi donnera — 3/?= — 9, 
— z?=: — 3,— ,f=— 28, En iaîsant la snbs- 
titution de— 3et— a8 enplacede— /7et^5, 
on aur^ 

.^==j/::^v^3ii^^+j/^ 

-x=V^— ï +|/— 27 

-jr=: — l + — 3 

La racine cubique de l'équation proposée 
est -— 4 , dont le cube — ► 64 est égal à — 3ff 
^^^28=s— ff4 =:::—-» gjc—^ 28. Si On prend la 
jomme de3 çubçg de — t et "^ 3, on ftuw --* siQ, 
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dont la moitié est — 14« La différence des deux, 
cubes est — 1^6 , dont la moitié est — -i3. Si on 
ajoute — i3 et — - 14 , on aura — 27, dont la 
racine cubique est —3 pour la plus foible en 
valeur et la plus forte en nombre d'imités. Si de 
— 14 on ôte — 13 , on aura — 1 , dont la racine 
cubique est — 1 pour la plus forte en valeur 
et la plis foible en nombre d'unités. 

PROBLÊME IV. 

Trouver un nomhre dont la différence dé 
son cube à dix-huit fois sa valeur soit — 35. 

' RESOLUTION. 

Selon l'énoncé du problême , le nombre que 
Ton demande ne peut être que négatif, c'est 
pourquoi on le désignera par — •;!:, dont le 
cube est — a;^ ; et la différence de ce cube à dix- 
huit fois la yaleur du nombre demandé , sera 
— x'— — i8Ar, et parce qu'elle doit être égale 
à — 36 ,on aura l'équation — jc^ — — i8r s=— 35, 
ou x^= — i8:c — 35. On comparei-a cette équa- 
tion à Péquation générale — :c^ = — Zpx — s , 
qui donnera -—3yt?=; — lô, —/?:;;=— 6, -— ^ 
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sz: 35. Faisant la substitution de — 6 et 

— 35 en place de — p et de — s de la formule^ 
on aura 

Le nombre demandé est —5, dont le cube 
esfc —125 ; dix-huit fois sa valeur est— 50^ 
dont la différence à — 125 est — 35 , selon les 
conditions requises. 

PROBLÈME V. 

On demande quel est le nombre dont la 
différence entre son cube et six fois sa valeur 
est égal à — 40 ? 

RÉSOLUTION. 

1/ est' évident que le nombre inconnu est de 
l'ordre négatif, c'est pourquoi on le fera — x. 
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Son cube sera — a:^ , six fois la valeur du nombre 
cherché donne -^ 6x , dont la différence avec 
le cube est — x^ 6x , laquelle devant égaler 

— 40 , on formera Péquation — x' 6xz=i 

— 40 î ou — a:^ = — 6*- — 4o- Comparant 
cette équation à l'équation générale — :c^ = 

— ^px — s^ on a — 3/?=— ff, — -y^rrr — 2, 

— ^ = — 40 ; substituant — 2 et — 40 en place 
de — /? et — J dans la formule , on aura 

' . 3 . 

,y-^ 4q i/ 28x1/2 ^740 ■/ zSxy/a 

22 2 2 

-:v =1/^20 — •-141/2 +1/^20-1 i4V^2i 

-Ar = — 2+)/2. -I -2— 1/5^ 

-:t=z: — 2 -|._a 

Le nombre demandé est — 4, son cube est 
— • 64 1 duquel ayant retranché six fois sa valeur 

— 4 , on a — 64 24 , différence = — 40^ 

selon les conditions du problême. Si on Vou- 
loit faire la preuve en substituant — 4 dans 
l'équation — x^=i — 6:c — 40, on auroit — 64 
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ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

Ordre positif. 

On procédera à la résolution des équations 
'du quatrième degré , comme Ton a fait pour 
celles du troisième , la formule étant applicable 
aux équations de tous les degrés, en faisant 
l'exposant du premier radical et de la lettre 
-p égal à Texposant du degré de l'équation pro- 
posée. On supposera, comme dans les équations 
précédentes , Af=//î+/î. On supposera l'équa- 
tion générale dégagée du second terme ;c^= 
, l^px'^'\-xp^'\-s. Cela présupposé, voici la for- 
mule qui fera trouver les parties du binôme 
racine de l'équation à résoudre. 

FROBL]ÊME PREMIER. 
T^rouver la racine quatrième de V équation 

RÉSOLUTION. 

Comparant cette équation à l'équation ^è- 
iLéraleji;^=:4/?;c*+2/?'^+j, ona8=4/^,/?=2. 
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j=: 17; substituant les valeurs de p et s dans 



la formule , on aura 
4 


4 


x = )/^^+]/^l^- 

*. 


*^. ^ — 




4 


*=i/^+>/iii 


+ l/^-|/-î^ 


x=:{<^+^ 


+ l^¥-^ 


x = V^ 


+ V/t 


x = y/x6 


+ ï/i 


x=i+z 


+ 1 



La racine quatrième de l'équation proposée 
est 2+1=3; car si on substitue 3 en place 
d^cjc dans l'équation x^ = 6x^ — 8 + 1 7 , les mem- 
bres de l'équation sont parfaitement égaux, et 
donnent8i=72+i7 — 8 = 89— 8 = 81 , qua- 
trième puissance de +3. 

On observera dans la formule générale pour 
le quatrième degré , que la première partie ex- 
prime la moitié de la somme des quatrième 
puiss£mces des deux parties du binôme, plus 
la moitié de leur différence ; et la seconde ex- 
prime la même demi-somme, moins la moitié de 
cette même différence. Nous avons fait observer 
X 16 
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cette propriété dans les formules des équations 
du second et du troisième degré ; c'est pour 
constater la généralité de cette loi intéressante 
que nous faisons ces observations ; vérité facile 
à reconnoître dans les applications aux exem- 
ples numériques. Les parties de la racine bi- 
nôme de ce dernier problême , sont 2 et i. La 
quatrième puissance de 2 est iff ; celle de i est 
I , dont la somme est 17 , et sa moitié —• La 
différence de 16 à 1 est i5, et sa moitié est*;^^ 
comme on le voit à la quatrième colonne ho- 
rizontale de l'opération figurée. Ces deux ex- 
pressions réxmies donnent -^ = 16, dont la ra- 
cine quatrième est +2, valeur de la plus grande 
partie du binôme. Quant à la seconde partie, son 
expression est -ï^ — ~^, ce qui signifie moitié 
de la somme moins la moitié de la différence , 
qui donne pour valeur réduite + 1^=: i , plus 
petite desdeux quantités. Onapris des exemples 
en nombres ronds pour pouvoir constater, d'une 
Ina^ière évidente, la vérité des principes et la 
généralité de la loi ç^cpriméa dans k disposition 
des tçrmç§ de la formule* 
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FROBLiÊME II. 

On demande la racine quatrième de ré- 
quation x^ = i2x* — 18+82? 

HÉSOLUTIOîC. 

Comparant Téquation proposée à l'équation 
générale x^z=zl\px^ — Q.p^+s ^ on a 12=4/?, 
/?=3, ^=82; substituant les valeurs 3 et 82 
en place de p exàes de la formule générale , 
on aura 

Jtr = 3 +1 

La racine quatrième de l'équation proposée 
est 4=3+1 , ce qu'il est facile de vérifier en 
substituant 4 en place de x dans l'équation x^ =s 
12:^^—18+82, ce qui donnera 256= 192+8» 
— 18 , ou 256 = 256, 
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PROBLÈME III. 

On demandela Doleur^de la racine quatrième 
de V équation suivante x^=24x*— 72+97 ? 

RJÊSOLUTION. 

L'équation proposée étant une équation du 
quatrième degré , dont le second terme est éva- 
noui, on la comparera terme à terme avec l'é- 
quation générale du quatrième degré x^-ml^poc^ 
— 2p*+j,d'oùrésultera4^=24ï/>=6>'î=97î 
substituant dans la formule les valeurs de /? et 5* , 
qui sont 6 et gj, on aura l'opération détaillée 
comme il suit, 

x=l/i^ +|/^ 

x=:\/8i +i/ie 
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Là racine quatrième de réquatîon proposée 
est 5= 3+2 , laquelle substituée en place de :r , 
donne les membres de l'équation parfaite- 
ment égaux; à savoir, 525=500+97 — 72=: 
557 — 72 = 525. 

En jetant les yeux sur la quatrième colonne 

horizontale x = |/¥-+¥ + \/^t—^, on voit 

qu'elle exprime plus distinctement que les au* 

très la moitié de la somme des quatrième puis* 

sances , plus la moitié de leur différence, plus 

la moitié de la même somme , moins la moitié 

des différences dés mêmes puissances. En effet, 

^ + ~ = 81 , dont la racine quatrième est 

exacten;ient 3 , valeur de la plus forte partie du 

fin 
binôme, et~^-«^-^= iS , dont la racine qua* 

trîème est 2 pour la plus foible. 

ÉQUATIONS DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

Ordre négatif. 

On supposera la racine négative — a: =5 
— m — n. On changera l'équation générale de 
l'ordre positif en — x^ = — l^px^ + ap^ — . s ; 
on changera de même tous les signes de la 
ibrinule générale qui se transformera en 
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On fait ces changemens pour mieux caracté- 
riser l'opposition des deux ordres de calcul ; 
mais on ne doit pas les regarder comme abso- 
lument nécessaires , la première formule pou- 
vant servir pour les deux ordres. 

PROBIiÊME PREMIER. 

Trouver la racine quatrième de ï équation 
— x^=— 8x*+8-i7. 

RÉSOLUTION. 

Comparant Téquation proposée à Téquation 
générale, on a — 4/?=:— -8, — /?=— 2, — ^ 
3=: — 17; substituant — 2 et —* 17 en place do 

— /? et de — ^ de la formule, on arn^a 

4 4 

-*=!/-¥ — ^ +1/^+^^ 

'4 4 

-Ar= — f +— a 



89 6* 
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La racine de Tëquation proposée est — 3 = 
—1—2, comme il en conste par la substitution 
de — 3 en place de x, dont on extrait — 8i =: 
— 89+8=: — 81. L'ordre négatif étant opposé 
à Tordre positif, Taddition de la moitié de la 
différence à la moitié de la somme donne la 
plus petite valeur, le contraire de Tordre po- 
sitif, et la soustraction de la moitié de la dif- 
férence donne la plus forte. En effet, ~^ + 

— -^ ont donné — 2 , et ^•^«— — -^ ont donné 

— I , nombre plus fort en valeur que — 2, ce 
dernier effaçant deux imités positives, — i n'en 
effaçant qu'une , raison pour laquelle 5 *— 2 =:3 
est plus foible que 5— 1=4. 

PROBLÊME II. 

Extraire la racine de V équation — x^sir- 
i^x^-f 18— 82. 

RÉSOLUTION. 

La comparaison de l'équation proposée à 
l'équation générale— ^*^5C5-~4pjr*—2yE^^-^j, 
4QWiwa— 4;?5S— «13, •";:i=s*"3,— j^=;;=-^82J 
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substituant dans la formule — 3 en place de 
— -/7, et — *8a en place de -— ^ , on aura 



64eo 

4 



4 



é7«4 î»4 



• *; 



:— I 



+ -3 



La racine quatrième de Téquation proposée 
est — 4= — 1—3; laquelle substituée dans 
la mèmeéquation^ donne — 2Ô6 =— 274— ~ i8 
s= — 256. 

PROBLJÈME III. 

On demande d'extraire la racine quatrième 
de r équation de V ordre négatif'^ x^ =: — 24X* 

fiiésOLTTTION. 

Comparant , comme dans les problêmes pré- 
oédens, l'équation proposée avec Téquation 



t 
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générale — :c^ = — l^px^ + ap^^^s^ , -on a 
7— 4/?=— 24,/? = — Cet— ^ = —97 ;' substi- 
tuant— 6 en placé de--r/i, et — 97 en place 
de — s dans la formtde ,' on aura 



^ , -* ^, . 

. ' . . • ' ^' 

La racine extraite est —5=— 2* — 3, la- 
quelle substituée dans l'équation — A^^±iscj-24x^ 
+72-- 97, doiuie^625=:**- 697+72= — 62.5. 

ÉQUATIONS DU CINQUIÈME^DEGRÉ. 

Ordre positif. 

On supposera / comme dans les équations 

précédentes , la racine x divisée en deiix parties 

formant un binôme ; par exemple ^ xvizrn-^Jti 

on supposera de plu$ Téquation génér^e;«^= 

a. 17 



Spx^^—5p^x+s y et la formule générale relative 
au cinquième degré, sera 



s 5 



PROBtiME' PREMIER. 



On demandequelleest la racine de T équation 
x^mox^— 20X+33? 

ABSOLUTION. 

Gomparaatles termes de Téquation proposée 
aux termes de l'équation générale , on a 5/> =i o , 
y9=:2 , J=33 ; substituant les valeurs de/? et ^ 
dans la formule générale , on aura 

^=j/v +i/^ :+ |/¥^=M^ 

xz=z\/5a ' ,' + ï/i 



/ *^ = 
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La racine demandée est 3 = 2+1 , laqueUe 
substituée dans l'équation proposée , donne 
243=270+33 — ffo=3o3 — 60 = 243. 

Si l'on fêiit attention à la quatrième colonne 

5 

horizontale de l'opération x = \X^ + V" + 

î ^ 

|/ -T-— Tî on verra qu'elle exprime plus claî- 

rement que les autres colonnes , la moitié des 

sommes des cinquième puissances , plus ou 

moins la moitié de leur différence. En effet, 

33 est composé de 32, qui est la cinquième 

puissance de 2 et de 1 cinquième puissance de i , 

dont la moitié est exprimée par-^^. La différence 

de 32 à 1 est 3i , dont la moitié est — , laquelle 

ajoutée à la somme , donne «l^ ou 32 , d,ont la 

racine cinquième est 2 , plus grande partie du 

binôme ; et en étant retranchée donne 1 , dont 

la racine cinquième est 1 pour la? plus foible. 
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PROBLÈME II. 

Trouver la racine cinquième de V équation 
x^ = 3ox^ — X 8ox + 275. 

RESOLUTION. 

Comparant Téquation donnée à Téquation 
générale jir5=:5/?Ar^ +5/?^ .r+j, on trouve 3o =5/?^ 
pz=z6\ 275= J; substituant 6 et 275 en place 
des lettres pelsàe la formule , on aura 

' « f ^ 

-^j^l yAlI JL i/lillizllllî -4- 1 /.î-li -1/ 7^ 6» t -3 I I 04 

^=1/243 +l/32 

ar = 3 -+1^ 

La racine cinquième de l'équation proposée 
est 5 =3 + 2 , laquelle substituée dans Téquation 
jc'^^irSoJt^— 180JC+275 , donne 3125 = 3750 
+ 275 — 900=3 1 25, égalité parfaite dans chaque 
membre de l'équation, preuve delà vérité et de 
la bonté de l'opération,. 
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ÉQUATIONS DU CINQUIÈME DEGRÉ. 

Ordre négatif. 

On supposerala racine négative — a: = ^m^-n . 
On supposera de plus que l'équation générale 
est — Af'' = — Spx^ 4- ^P^x — ^ , à laquelle il suffira 
de comparer le premier et le troisième terme 
du second membre de l'équation ordonnée pro- 
posée à résoudr,e ; c'est ce qu'il faut entendre , 
lorsqu'on dit que l'on comparera terme à terme 
l'équation donnée à l'équation générale. On 
changera de même tous les signes de la formfule 
précédente , ce qui doiuiera la suivante , 



_,=^^^/4..„, +^^TiV7fl. 



•p'- 



PROBLÊME PREMIER. 

Troui^er la racine négative de Véquation du 
cinquième degré — x^ziz — i ox^ — — Q.ox — 33. 

RÉSOLUTION. - 

Comparant l'équation proposée à l'équation 
générale —A''^ =—5/?x^4-5/>*:Kr — 33 , on a 
— io=— 5p,— /? = — 2,— >-^=— 33;substi'^ 
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tuant les valeurs de — /> et de— s dans la for- 
mule, on aura 






t 



- xz=z v^— 1 + |/— 33 
-•X=— I H 2 ' 

La racine cinquième de l'équation proposée 
est— 3, laquelle substituée dans l'équation 
donnée ^or^ = — io;t:^ — — ±ox — •- 33 , rend 

— 243 =— 270 — 33 +60 =— 3o3 +6o== — 243, 
comn^e l'exige la preuve de l'opération. 



X 



5 



PROBLÈME II. 

On demande la racine de V équation — 
=:_3oi:Hi8ox— 275? 

RÉSOLUTION. 

Comparant cette équation à l'équation: gé- 
aiérale— ^ir'^ss— •5/74;5+5^'^:e— -^^.ipn a — 5/?= 
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— -3o, — yc>=r— 6, — ^=:-— 275; substituant 
— - 6 et — 275 en place de •—/7 et — ^ de la for- 
mule , on aura 

y- ^^— 

^j^^ IX - iZi. -1 / 7 5 6^ 5 ~ -31 to4 I i/^.i.ll I 1/^ 7 y 6» < -^1 1 » 04 

« T^ . 

Y J 

_>— ,1 / 1 -^1^ ii^ J- 1 /Tîll 4- - iii. 



-;c=v'-.^ +V^-if^ 



t 



— x=-.2 +—3 

La racine demandée est — 5 , laquelle 
substituée en place dV dans Fi^quation — x^z=z, 
•— SoAT^ + i8o:c — 275 , donne — 3 1 25 = — 3760 
—275 + 900 =t — 4025 + 900 =: —3 1 25, preuve 
complète de la vérité et bonté de l'opération^ 

ÉQUATIONS DE TOUS LES DEGRÉS. 

On a vu par la solution des problêmes préoé- 
dens 9 quelamême formule a suffi àla résolution 
des équations ' du troisième , quatrième , cin* 
quième degré, en observant sexJement de doiuiej^ 
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à Texposant du radical et de la lettre p, l'expo- 
sant de l'équation particulière à résoudre. On 
a fait remarquer de plus , que la formule gé- 
nérale étoit l'expression d'une loi bien intéres- 
sante et bien satisfedsante par sa simplicité , sa 
clarté et sa généralité, laquelle s'appliquant à 
la résolution des équations de tous les degrés , 
met le complément à la théorie et à la pratique 
du calcul des équations. Voici ce qu'elle exprime. 
La racine d'une équation quelconque, 
supérieure au premier degré y est toujours 
égale à la racine r de la moitié de la somme 
des puissances r de chaque partie du hinome ^ 
plus à la moitié de leur différence^ le tout 
ajouté à la moitié de la somme dès ?nêmes 
puissances , moins. la moitié de leur différence. 
Ce théorème élémentaire simple et énerp[ique 
est le fondement de la théorie des équations , 
lesquelles ont fait jusqu'ici la matière la plus 
embrouillée de l'analyse. On ne peut lire ce 
que les auteurs ont écrit sur les équations com- 
posées , sans -être indisposé contre cette niulti- 
tude de méthodes qui fatiguent le lecteur sans 
le contenter, - ' 
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Formule générale pour la résolution des 
équations de tous les degrés. 

Pour faire usage de cette formule , il faudra 
sutstituer à Texposant indéterminé r du radical 
et de la lettre p , l'exposant particulier du degré 
de Téquation qu'on se propose de résoudre. Par 
exemple , si c'est luie équation du troisième de- 
gré, on écrira >/, —-p' en place de y^, — ^^ 
Si l'équation est du quatrième degré , on écrira 
y^ ^—'P^. On conservera le reste de la formule 
sans rien changer. 

Comme la première partie de la formule est 
l'expression de la racine des moitiés de la somme 
et de jia différence des puissances des deux 
quantités du binôme, pour la plus grande, et 
de la moitié de la somme moins la moitié de 
la différence, pour la plus petite, il s'ensuit que 
si les expressions de ces sommes et de ces dif- 
férences sont irrationnelles , on emploîra la 
voie d^approximation pour les évaluer. 

2. i^ 



APPLICATION 

delavéritableAlgèbreauxlieuxgéométriques. 

x-i A véritable Algèbre est celle qui, dans ses 
opérations , n'emploie que des multiplicateurs, 
des quotiens, des exposans, des logarithmes 
positifs ; qui rejette les proportions anti-géomé- 
triques alternatives +2: — 4::— 4:+ 8. ; qui 
n'admet ni racines imaginaires., ni le double 
signe + dans les formules des équations du 
second degré , ni interruption dans la descrip- 
tion des lignes courbes ; qui fait répondre les 
ordonnées négatives à des axes négatifs ; qui ne 
reconnoît qu'un multiplicande dans un produit, 
et ime seule racine dans une équation quel- 
conque ; en im mot , celle dont on a développé 
les principes dans cet ouvrage. 

L'Algèbre que nous venons de caractériser 
renferme deux ordres de calcul , l'ordre po- 
sitif et l'ordre négatif. Ces deux ordres étant 
essentiellement opposés , leur principale pro- 
priété est de se détruire mutuellement, en sorte 
que réduction faite de sept unités de l'ordre 
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positif et sept .unités de Tordre négatif, le ré- 
sultat se réduit à zéro et donne +7 — 7:^0 ; 
d'où il suit que toute figure géométrique régu- 
lière , de quelque dimension qu'elle soit , dont 
une moitié appartient à l'ordre positif et l'autre 
à l'ordre négatif, se réduit iiécçspairement à 
zéro; car si l'on fait la somme des élémens 
positifs qui composent la moitié de la surface 
du cercle =+ ^ , et la somme des éiémens né- 
gatifs qui composent l'autre moitié = — s , on 
aura pour évaluation de la surfacQ: entière , +^ 
-— ^ z=:o. Or , est*il rien de plus absurde qu'un 
cerde , qu'un corps dont la surface et la so- 
lidîté =: o ? C'est cependant ce qui. s'ensuit né- 
cessairement de Va41^5ion des ordonnées po-* 
sitives çt négatives à un même axe positif • 

Cette étrange conséquence n'a pas lieu lorsque 
les axes et les ordonnées sont du mèmeprdrei 
parce qu'il résulte de . cette disposition deux 
figures géométriques homogènea dans leurs 
élémens, dont l'une étant totalement positive ^ 
l'autre totalement négative , font disparoître 
les cotirbes, les surfaces, les solides , les para- 
mètres ampliibies , dont une moitié appartient à 
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Tordre positif, et Tautre moitié à l'ordre né* 
gatif. 

Comme la géométrie exprime par les lignes 
ce que l'algèbre exprime par les lettres , il faut 
que les lieux algébriques qui répondent aux 
deux ordres de calcul , soient représentés par 
des lieux géométriques correspondans à ces 
deux ordres. En conséquence nous ne suivrons 
pas la division des angles des co- ordonnées 
des courbes , telle qu'on l'a suivie jusqu'à pré- 
sent , en distinguant quatre espèces d'angles ; 
l'angle deis abscisses et des ordonnées positives ; 
iao. l'angle des abscisses et ordonnées négatives ; 
30. l'angle des abscisses positives et ordonnées 
ïiégatives ; 4®. l'angle des absèisses négatives et 
ordonnées positives. Cette division a été faite 
en conséquence des quatre espèces de produits 
de la multiplication algébrique +par+ , —par — , 
+ par — et — par+. De ces quatre espèces 
d'angles nous n'en retiendrons que deux re- 
latifs aux deux ordres du calcul algébrique, 
les angles des abscisses et ordonnées positives , 
et les angles des abscisses et ordonnées néga- 
tives , ce qui établira une correspondance par- 
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parfaite entre les lieux algébriques et les lieux 
géométriques. 

Pour donner une idée de la position de ces 
angles : Soient deux lignes droites (fig. i««) se 
coupant perpendiculairement au point C , elles 
formeront quatre angles A, A 9 B,B , dont les 
deux premiers appartiendront à Tordre posi* 
tif, et les deux seconds à Tordre négatif, ei^ 
sorte que A simple se trouvera en opposition 
diamétrale et non pas collatérale arec B simple, 
et A pointé en opposition diamétrale avec B 
pointé. Par cette disposition, la branche delà 
courbe qui se trouvera dans Tun des angles A , 
appartiendra à Tordre positif , et celle qui se 
trouvera dans un des angles B, appartiendra à 
l'ordre négatif :' ces branches étant doublées 
donneront la courbe entière dans Tun et Tautre 
ordre. Par un moyen aussi simple et aussi na- 
turel il n^ aura plus de courbe , plus de pa- 
ramètre amphibie 9 les doubles ordonnées se 
trauvanthomogènes, de même ordre et de même 
espèce. On conçoit que ce n'est pas une né- 
cessité de tracer deux courbes ^au lieu d'une , 
mais on fera usage de l'une ou de l'autre , 
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&elon que Tespèce et la natiire dés lieux aigé > 
briques le demanderont. 

Pour faire passer une quantité de Tordre 
positif dans le négatif , et réciproquement de 
Tordre négatif dans le positif, on se servira du 
signe — d^opération que Ton placera avant le 
signe de quantité ; par exemple*, pour faire 
passer + a de Tordre positif dans Tordre né- 
gatif, on écrira— + a, expression dans la- 
quelle on observe Tespèce primitive de la quan. 
tité qui a été changée et le signe d^opération qui 
a produit ce changement. Pareillement pour 
faire passer — a de Tordre négatif dans Tordre 
positif, on écrira — <r— ^i expression dans 
laquelle le $igne — - d^opération détruisant le 
signe — de quantité , la fait passer dans Tordre 
positif. De pareilles expressions indiquent la 
cause et l'effet ; mais si Ton veut s'en tenir uni- 
quement à l'effet , on fera passer + a dans Tor- 
dre négatif , en changeant seulement le signe 
+ en signe — et écrivant — a. De même pour 
faire passer — a dans Tordre positif on écrira 
simplement +a: C'est aiftsi que dans les lieux 
géométriques , pour faire passer les ordonnées 



r 
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de Tordre où elles sont , dans Tordre opposé , 
il suffira de changer le signe de Tordonnée. 
\/ + a^ par exemple , passera dans Tordre né- 
gatif, en écrivant v^— a, et sous-entendant le 
signe d'opération. 

PROBLÊME PREMIER. 

\vft Ivr 

Leslieuxalgébriques+jzz'{' — el —y =:— — 

€1 a 

étant donnés , on demande les lieux géomé- 
triques correspondans? 

RÉ'SOIiUTIOir. 

Pour déterminer le rapport ~ , nous le sup- 
poserons un rapport d'égalité —zsz i , ce qui 

changera Téquation/=: — , en^=:^. Faisant 
X égale successivement à t, 2, 3, 4, 5, etc. 
progression des nombres naturels, on aura 
les suites des ordonnées y 7 tant positives que 
négatives , comnîie elles sont marquées dans 
les colonnes ci-après B et D. 
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'Abscisses Ordonnées Abscisses Ordonnées 
positives, positives, négatives, négatives. 

A B CD 

;+jf=:o +^= o ^x=: o — y^= o 

+x=i +/=+! — Ar=:— 1 — 7=— I 

4.x=2 +/=+a —«=—2 — ;x=""^ 

,+:c=3 +/=+3 — ;if=-3 — y=— 3 

:+x=4 +r=+4 -a;=-4 — :r=-4 

:+Ar=5 +;>c=+5 —«=—5 —^=—5 

[+x=7 +y=+7 -*=-7 — J=--7 

Pour avoir le lieu géométrique de Péquation 
positive proposée, on tracera (fig. 2«)les angles 
des co-ordonnées, en tirant parmi point déter- 
miné C deux lignes DE, FG, se coupant en angle 
droit au point C. On prendra sur l'axe CD des 
abscisses positives , en partant du point C, dif- 
férentes valeurs de o:, telles qu'elles sont notées 
dans la coloime A , en commençant par^ = o , 
à laquelle répond l'ordonnée j=o, ce qui fait 
voir, qu'à l'origine des abscisses, il n'y a point 
d'ordonnées. On prendra ensuite xz^zi^ cette 
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imité est une grandeur arbitraire qui se prend 
sur la même ligne des abscisses , plus elle est 
foible, plus le lieu géométrique est exact. Sup- 
posons-la égale à CH; on examinera dans la 
colonne B des ordonnées positives , quelle est 
la valeur dey correspondante : on trouve ^=1, 
ce qui indique que l'ordonnée est égale à l'abs- 
cisse ; en conséquence on élèvera sur le point 
H une perpendiculêdre HI égale à l'abscisse 
CH, qui sera la première ordonné^ du lieu géo- 
métrique positif cherché. On prendra ensuite 
une seconde abscisse -f-A:=2, sur l'extrémité 
de laquelle on élèvera une seconde ordonnée 
+7=+2. On procédera de la même façon 
aussi loin que l'on voudra, en traçant les abs- 
cisses et les ordonnées correspondantes selon 
la suite des nombres reufermés dans les deux 
premières colonnes A et B. La ligne CV qui 
passera par l'extrémité de toutes ces ordonnées, 
sera le lieu positif à la ligne droite de l'équa- 

tion proposée +fzzz-\ , qui représentera la 

diagonale d'un triangle rectangle isooèle. 
On suivra la même méthode pour la cons- 

c?OC 

txuctioîi du lieu négatif —j =—--"-. On prendra 
2. IQ 



jdans la coloxine C les valeurs des abscisses 
négatives -*-:r, successivement les unes après les 
autres , sur l'extrémité desquelles on abaissera 
des ordonnées correspondantes, selon les va- 
leurs indiquées dans la colonne D , et la ligne 
droite Cv , qui passera par Textrémité de toutes 
ces ordonnées , sera le lieu géométrique négatif 
à la ligne droite. 

Tous les algébristes et géomètres ont reconnu 
et reconnoissent les lieux géométriques néga- 
tifs à la ligne droite ; mais quand il s'est agi des* 
lieux géométriques négatifs aux lignes courbes , 
îa crainte des imaginaires leiu: a fait rebrousser 
chemin pour aller joindre les ordonnées néga- 
tives aux positives ; alliage incompatible dont le 
résultatne donne que des zéros , puisque +^— 

PROBLÊME II. 

> 

Les lieux algébriques -f- y= V^ + xp ^ ^^ -y :: v^-xp 
étant donnés^ on demande leurs lieux géomé^ 
triques? 

AIÊSOLUTION. 

Pour déterminer la suite des ordomiées pro- 
pres à décrire les branches de la courbe (fîg. 3) 
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.dans l'un et l'autre ordre , nous ferons la valeur 
constante /?=!= 4 1 ^^ la variable x égale succes- 
sivement àchaque terme de la suitedes nombres 
naturels, en commençant par o, et l'on aura la 
valeur des abscisses et ordonnées des branches 
de la courbe , comme elles sont notées dans 
les colonnes suivantes, A,B>G,D. 

abscisses Ordonnées Abscisses Ordonnées 
positives, positives. négatives, négatives. 

A B CD 

-^xizzo -^yzzzo -jc=ro -j'zrzo 

+ a:=+i +j=:v/4-4 -^=-1 -r=/-4 

+x=+/i +y=t\/ + i6 -à;=.4 -r=l/-ie 

+jir=+5 -^yzzzyZ + zo -:t=î-5 -j^=ï/-20 

+;i:=:+6 +j=^V^+24 -;c±r-ff -^=|/-24 

+ v=^ + 7 4-J=l/+28 'xrsz-'j -j=:v/-2S 

Pour tracer géométriquement la suite des 
ordonnées positives de la colonne B , on corn» 
mencera par former les angles des co-ordonnées ^ 
comme on l'a fait au problème précédent. Oa 
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prendra ensuite sur Taxe CD des abscisses po- 
sitives en partant du point C , la suite des +x^ 
selon qu'elles sont notées dcuis la colonne A. 
Sur leurs extrémités on élèvera des ordonnées 
j auxquelles on donnera les valeurs indiquées 
dans la colonne B ; et la branche de courbe qui 
passera par leurs extrémités sera le lieu géo- 
métrique positif correspondant au lieu algé- 
brique proposé +y=rzY/+xp. 

Quant à la construction du lieu géométrique 
négatif, on procédera de la même manière , en 
prenant les — -^c dans la colonne C pour les 
placer sur Taxe CE de la fig. 3. Après quoi on 
tracerala suite des — j^ de la colonne D, suivant 
les valeurs qui y \sont indiquées. La branche 
qui passera par l'extrémité de toutes ces or- 
données , sera le lieu géométrique négatif du 
lieu algébrique correspondant — jz= i/ — xp. 
Il est visible qu'en doublant les branches po- 
sitives et négatives , on formera deux courbes 
entières , Tune composée totalement d'élémens 
positifs, l'autre totalement d'élémens négatifs , 
ce qui annulle les courbes , les surfaces et les 
paramètres amphibies, la courbe que nous 
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venons de tracer est une des sections coniques 
dont le plan coupant est parallèle au côté du 
cône et porte le nom de parabole. 

PROBLÊME III. 

Les lieux algébriques +y=+l/^x — xx 
et — y = — i/i^ax— XX étant donnés , on de-^ 
mande d^en tracer les lieux géométriques ? 

RÉSOLUTION., 

Faisant az=z5 valeur constante, et les variables 
00 égales à la. suite des nombres naturels, on 
aura pour la suite des abscisses et ordonnées, 
tant positives que négatives , les valeurs des x 
et des f, telles qu'elles sont déterminées dans 
les colonnes suivantes. 

A B CD 

+Ar=o +/=o -*•==: o-/=:o 

+^=+1 +7=»/+ 9 -.x=-l -/=l/- 9 

+x=i+3 +y=i\/ + 2i ^x=:^3 .j=/.2i 
+:r=+4 +J=«/+24 -:r=-4 .j=:/.24 

+x=:+6 +jc=v/+24 ^xzzz-6 -jy=)/-24 



+jr=:+io +j=+o -^=-10 -/=-o 

Pour construire le lîeu géométrique positif 
selon le cours des abscisses et des ordonnées , 
dont les valeurs sont déterminées dans les co- 
lonnes A et B, on commencera par former les 
angles des co-ordonnées ; on prendra ensuite 
sur l'axe CD dix parties égales , nombre des 
abscisses auquel ont s'est fixé. Les valeurs des 
ordonnées correspônd^antes se prendront dans 
la colonne B des +y que l'oil placera dans l'angle 
IXîF, et la ligne qui passera par l'çxtrémité 
de ces ordonnées , formera la branche positive 
de la courbe , laquelle dans le cas présent est 
une demi-circonférence qui détermine le lieu 
géométrique relatif au lieu algébrique +j'= 

Quant att lieu géométrique de la branche 
négative, laquelle ne doit différer de la branche 
positive qu'en position , nullement en figure ,, 
Qn procédera de Ja même fa^n en prenant sur 
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Taxe CE dix abscisses égales , et autant d'or- 
données, selon les valeurs indiquées dans 1« 
colonne D des — j^ , que l'on placera dans l'angle 
ECG diamétralement opposé à l'angle des po- 
sitives DGF. La ligne qui passera par l'extrémité 
de toutes ces ordonnées , formera la branche 
négative de la courbe , qui sera une demî-circonr 
férence et déterminera le lieu géométrique né- 
gatif correspondant au Jieu algébrique — yzs. 
^^^lax + XX ou — y =: — î/'f^ax-^xx. ^ 

Comme dans la formation des ordonnées 
négatives de la colonne D , on a seulement 
changé le signe + de la valeur des ordonnées 
positives en signe — , on pourroit objecter qu'il 
ne suffit pas de changer le signe de la valeur 
de l'ordonnée, mais qu'il faut l'extraire du lieu 
algébrique négatif, de la même manière qu'on 
a extr£iit la valeur de l'ordonnée positive du 
lieu algébrique positif 

R. Pour satisfaire à cette observation sans 
sortir du pro blême actuel : Soit donné le lieu 
positif +j^=i/^:iajt—;t;r; supposant a zr 5 et 
jtnzi, on aura +y=:^/^^iO'^i isz\/+g::z+3* 
Il s'agit de faire voir que dans le lieu négatif 
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^y -sa/^qxix 4- XX , Crestline chose égale d'ex- 
traire la valeur de l'ordonnée du lieu négatif 
proposé , ou de changer le signe + de la valeur 
.' de l'ordonnée positive en signe — ; en effet, 
~y=L/^— 2a4:+xr donne — j^= l/^— lo + 1 
=:v/— 9r=— 3. Or, en changeant le signe du 
lieu positif +j^z=|/+9, on obtient -,y=v/-9=-3 ; 
donc c'est une chose égale d'extraire la valeur 
des ordonnées négatives du lieu négatif, ou de 
changer le signe + de la valeur de l'ordonnée 
positive , en signe — , comme on a fait, 

PROBLEME IV. 

lues lieux algébriques +y=+r|/ — ^"^^^ j 
c^— y=:— -fj/ — ^"^^^ j étant donnés^ on 
demande d'en tracer les lieux géométriques? 

HÉSOliUTION. 

Faisant a:=z6,p valeur également constante 
= 5 , et :i: successivement égale à x, a, 3, 4, etc. 
suite des nombres naturels , on aura celle des 
abscisses et ordonnées , tant positives que né- 
gatives , comme elles sont notées dans les co- 
lonnes suivantes, A,B,C,D. 
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A B CD 

+ XZZZO -|-j^=o -^ = -^=0 

+XZZZ + T +y=\/+^ -^=.T 'y=y/^\i 

+x=+d +jc=|/+^ 'Xzrz-3 'y=v^'^ 
+;c=+4 +y=v^+^ -^=-4 -j^=v/-^ 

+:!:=+ II +jc=|/ + fi -:r=-ii -y^ix/-^ 
-f ■^'=+12 +^=0 -:r=-ia -^)c=o 

Pour construire le lieu géométrique relatif 
au lieu algébrique proposé, on formera les 
angles des co- ordonnées (fig. 4), après quoi 
on déterminera sur l'axe CD une suite d'abs- 
cisses , selon les valeurs notées dans la colonne 
A, dont l'origine se prendra au point C, sommet 
de la courbe. Sur ces abscisses on élèvera des 
ordonnées , selon les valeurs marquées dans la 
colonne B des +y* La branche de courbe qui 

2. âO 
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passera par rextrémité de chaque ordonnée , 
sera le lieu géométrique positif correspondant 
au lieu algébrique positif +J^=+(^^^— }• 
En doublant cette branche de courbe , on aura 
une courbe entière qui porte le nom à^ ellipse; 
elle résulte de la section du cône coupé trans- 
versalement par un plan oblique à son grand 
axe , et forme une courbe rentrante. 

On procédera de la même manière à la cons- 
truction du lieu géométrique négatif, d'où ré- 
sultera une seconde ellipse qui ne différera 
de la première qu'en position , nullement en 
figure. 

On aura Pattention de prendre l'origine des 
abscisses et des ordonnées au sommet de la 
courbe , pour en former une suite ascendante , 
et non depuis le centre de la couirbe auquel 
répondle maximum des ordonnées , parce qu'il 
est déraisonnable de prendre l'origine d'una 
chose au terme de son plus grand accroisse- 
ment; c'est confondre le m^aximum. avec le 
minim^um. Comme il seroit ridicule de prendra 
la source d'un fleuve à son embouchure , il ne 
l'est pas moin^ de prendre le sommet d'un^ 



8£IiON S£S VKAIS PRINCIPES. lââ 

ellipse à sa plus grande largeur. U ne suffit 
pas de dire que la distance du centre au som- 
met est la même que celle du sommet au centre 
de la courbe ; il faîidroit de plus que la direc- 
tion du centre au sommet fût la même que celle 
du sommet au centre : mais les directions, 
bien loin d'être telles, se trouvent entièrement 
opposées l'une à l'autre. Le terme à^on'gine 
annonce un accroissement et non pas une di- 
minution, telle qu'elle se rencontre en prenant 
l'origine des ordonnées depuis le centre de la 
courbe. C'est renverser les idées que de dire 
qu'on peut prendre également lorigine des 
ordonnées d'une courbe à sa plus petite ou à 
sa plus grande ordoimée. Compter les ordon- 
nées depuis le centre, c'est rétrograder, et le 
terme de rétrogradation n'est pas celui d'ori- 
gine. On ne peut trop élaguer dans les sciences 
exactes les termes qui détruisent les idées. 
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probl:ÊM£ V. 

Les lieux algébriques +7=+ ( r — — — ) 
et — y =r — [y ^^ 1 étant donnés , ort 
demande de tracer leurs lieux géométriques? 

HésOLUTION. 

Soient les valeurs constantes az::z6^p=z5j 
et les variables x égales à la succession des 
nombres naturels i , 2, 3, 4? etc. on aura la 
suite des abscisses et ordonnées positives , 
comme elles sont marquées dans les colonnes 
suivantes, A et B , et les abscisses et ordonnées 
négatives , comme elles sont indiquées dans les 
colonnes C et D. 

A B CD 

xz=i+o +^^=0 -ji:=o -y=:o 

^=+3 +y=y/+2S^i -x=.3 .y=y/-\^ 
xzzz+5 +j.=v/+i;U ^x=^5 -J^=v/-^.^ 
^=+7 +j.=,/ + Afl -^=.7 -y=:v^.iAl 
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Pour construire le lieu géométrique positif 
correspondant au lieu algébrique proposé , on 
tirera une ligne Ss=+2ûj qui représentera l'axe 
en dehors de la courbe. On prendra S pour 
sommet de la branche positive ; et sur le pro- 
longement de Taxe , on prendra la suite des 
abscisses SH, comme elles sont notées dans la 
colonne A, auxquelles on fera répondre les or- 
données positives HI, selon les valeurs détermi- 
nées dans la colonne B. La ligne qui passera par 
l'extrémité de ces ordoimées , sera le lieu géo- 
métrique positif de l'équation proposée. Cette 
ligne est une branche d'hyperbole , laquelle 
étant doublée, donne l'hyperbole entière posi- 
tive ; elle est une des sections coniques dont 
le plan coupant est parallèle à l'axe du cône. 

La construction du lieu négatif se fera en 
sens contraire; l'axe, qui étoit Ss=:+2^ï, de- 
viendra l'axe ponctué sS=: — 2;a.+x se chan- 
gera en — X* +y en -^-y. Le sommet de la 
branche hyperbolique négative se prendra au 
pomt Sj et les abscisses négatives sur le pro- 
longement de l'axe négatif —2^ï; après quoi on 
5e dirigera pour la suite des abscisses et or- 
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données négathres, conform ément à leur valeur 
indiquée dans les colonnes précédentes, C et D, 
d^où résultera une seconde hyperbole parfai- 
tement semblable à la prenûère , la position 
seule exceptée. Comme notre objet est unique- 
ment dVppliquer les deux ordres de calcul 
algébrique aux lieux géométriques , nous n^en- 
trerons point dans le détail des propriétés des 
courbes qui se trouyent dans tous les livres 
de géométrie , et auxquels ceux qtd auroient 
envie de s*en instruire peuvent avoir recours. 
' Les problèmes suivans sont extraits de VAna- 
îyse des courbe^ par M. Cramer. On prie le 
lecteur de donner une attention particulière à 
la direction des branches négatives des courbes 
de Tauteur , tant dans Texpression de la suite 
des ordonnées, que dans leur description géo- 
métrique ; il y observera la singularité , la dif- 
formité , la bizarrerie la mieux caractérisée , 
conséquence nécessaire des faux principes qui 
en ont dirigé le cours. 
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PROBLÊME VI. 

Les lieux algébriques +y=:+(^+x+A\ 

\oa 6a/ 

et — y=: — ^îl+x+^-V^^^/i^ donnés^ on 
demande de traceur leurs lieux géométriques? 

RESOLUTION. 

Faisant /x = i , on aura la suite des abscissea 
et ordonnées positives , comme elles sont indi- 
quées dans les colonnes suivantes , A et B , et 
celle des abscisses et ordonnées négatives ^ 
comme elles le sont dans les colonnes C et D. 

A B CD 

+:r = o +j=+l — x= o -^=— ^ 

+x=+i +7=+^ -x=:-i -7=-^ 

+x=+2 +7=+2^ -.=^2 --/=-^ 

+a;=+3 +7=+^ -;r=-3 --r=:-2- 

+^=+4 +7=+^ -^=-4 -7=-v 

+^==+5 +r=+^f ^:t=^5 -^7=--^ 
+;c=+6 +7=+^ -^=-ff -^=-^ 
+x=+j +7=+^-^ -^=^7 -7=-^ 

+^=+9 +7=+4- -^^=-9 -/=-■ ^. 



Pour tracer la branche positive de la courbe 
résultante du lieu positif proposé, on prendra 
le point A (fig. 7) pour l'origine des abscisses, 
désigné dans la colonne des abscisses par aczzzo ; 
et parce qu'à cette abscisse œ répond l'ordonnée 
^ = "l , on prendra sur AC une partie Aa égale 
à ^ de l'unité qu'on aura déterminée : ce sera la 
première ordonnée. Les autres se prendront 
successivement dans les proportions indiquées 
dans la colonne B , et la branche aimd qui 
passera par les extrémités de toutes ces ordon- 
nées,- sera le lieu géométrique positif du^ lieu 
algébrique proposé. 

On tracera la branche négative dans mi sens 
opposé à la positive. A cet effet , on prendra 
les abscisses sur la ligne AD, dont l'origine est 
désignée dans les colonnes du lieu négatif par 
— Ar=— ^. En conséquence on prendra sur 
AE une partie Aa = | : ce sera la première or- 
donnée négative. Les autres se tireront paral- 
lèlement à la première ; on leur donnera les 
valeurs indiquées dans la colonne D , et la 
branche ai m o, qui terminera toutes ces ordon- 
nées , sera le lieu géométrique correspondant 
au lieu algébrique dans l'ordre négatif. 
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La méthode que nous avons suivie jusqu'à 
présent pour l'application des lieux algébriques 
aux lieux géométriques , est une méthode gé- 
nérale simple, claire, satisfaisante, sans am- 
bages , sans racines imaginaires , conforme à la 
raison et à la nature de la chose. Ce sera au 
lecteur à juger si l'on en peut dire autant de 
l'application des principes de M. Cramer à la di- 
rection des branches négatives des courbes. Pour 
en juger plus sainement , nous rapporterons la 
suite des ordonnées qui ont dirigé le cours de la 
courbe concernant le problême actuel , à quoi 
nousajouteronsl'expressionfiguréedecesmême^ 
suites, etl'a^lication qu'en donne l'auteur- 
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En considérant la suite des ordonnées po- 
sitives de la colonne B, on y apperçoit une 
loi qui la dirige ; c'est irne suite bien ordonnée 
à laquelle celle que nous avons donnée est par- 
faitement semblable. Mais quand on jette Toeil 
sur la suite des ordonnées négatives qui com- 
posent la colonne D , on n'y apperçoit ni loi, 
ni régularité , ni resseinblancp quelconque à 
la suite des ordonnées positives dont elle de- 
voit conserver les mêmes chiilres précédés du 
signe — au lieu du signes + • Cependant de toutes 
les ordonnées négatives de la colonne D , au- 
cune n'a l'expression convenable. 

La première ordonnée, eu comptant a; =zo 
pour la première abscisse , qui devoit donner 
-— { par opposition à + ^ , ne donne rien du 
tout, pas même zéro^ comme il est d'usage quand 
l'ordonnée répond à l'origine des abscisses. 

La seconde , qui devoit donner — -v» donne 
— y = o. 

La troisième, ati lieu de — ^ , donne *-j^= — K 

La quatrième, aulieu de — ^ , donne — jc= — |. 

Lacinquième,aulieude— ^, donne— y= — l. 

La sixième , au lieu de — ^ , donne —y == o. 
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La septième, au lieu de— 2^, donne +J^=+i 
en valeur positive. 

La huitième, au lieu de— ^, donne +•>'=+ v 
en valeur positive. 

Telle est la suite îrrégulière des ordonnées 
négatives de la colonne D , qui ont servi à la 
construction du cours bizarre de la branche 
négative a efgh il m ( fig, 8) , laquelle comparée 
à la branche positive abcd^ n'a ni rapport, ni 
ressemblance avec elle, quoique émanant l'utie 
et l'autre d'une même loi. Au reste, il est 
facile dans nos principes de rendre raison d'un 
procédé si vicieux. 

Quand il s'est agi de transformer l'équation 

y = -^ \- x + ^ a de positive en négative , 

M. Cramer, au lieu de changer tous les termes 
positifs en négatifs , n'a changé que les signes 
des variables linéaires , en laissant subsister 
ceux des puissances positives et de la constante 
+ ^a: dès-lors il s'est fait un conflit entre ces 
deux espèces de quantités opposées ; tantôt les 
quantités négatives linéaires l'emportoient sur 
les puissances positives ; tantôt c'étoient les 
puissances positives qui prenoient le dessus; 
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tantôt il se formoit tine égalité entre les dctix, 
qui annuUoit les ordonnées. De là la bizarrerie 
du cours de cette branche négative, qui se trouve 
tantôt couper la liime des abscisses , tantôt 
occuper sa partie inférieure, tantôt occuper 
la partie supérieiure, jusqu^à s^élancer dans Tin* 
fini. Nous observerons que M. Cramer a laissé 
subsister le signe de la constante +^a ^ parce 
qu'elle étoit ime constante ; mais une constante 
n'^st pas dénommée constante j en sorte qu'elle 
ne puisse varier son signe , mais parce que le 
nombre de ses unités ne peut varier , soit dans 
l'ordre positif, soit dans l'ordre négatif. Voici 
Texplication que l'auteur donne lui-même du 
comrs singulier de cette branche négative. 

a Pour connoître , dit-il , le cours de cette 
.<c ligne du côté des abscisses négatives, on 
c< fera jd négative , ce qui change l'équation 

oc oc 1^'T* 

oa oa 

R. Voilà le foyer des erreurs. L'équation 

doit être changée comme il suit, — yz=z — ^-— 
— ^ — j û5 , qui donnera la même suite régu- 
lière que celle que nous avons trouvée en subs- 
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tituant le signe — au signe + des ordonnée^ 
positives. 

u L'abscisse œ continuant à croître du côté 
« négatif, les ordonnées deviennent négatives , 
<c et restent négatives jusqu'à ce que a? soit 
« devenue 5a=AI; alors l'ordonnée est de 
« nouveau égale à zéro (j^s:— — — 5^ -f i^Kzro): 
<c La courbe , après s'être enfoncée au dessous 
<c de l'axe des abscisses jusqu'à un certain 
ce terme , remonte et coupe de nouveau cet 
« axe au point I éloigné de l'origine A de la 
i< distance 5a. L'abscisse x continuant à croître 
ce toujours du côté négatif, l'ordonnée >' rede- 
ce vient positive et se trouve égale à la première 
ce ordonnée A^ (i^)î qnand œ vaut 6a. Après 
«' quoi CD croissant toujours , le terme positif 
ce — l'emporte toujours sur le terme négatif 
c< — iT , et l'ordonnée^ va toujours ehaugmen- 
« tant à mesure que l'abscisse augmente , ce 
« qui donne la branche infinie Im^ qui s'éloigne 
ce à l'infini. » 

R. XL est impossible de reconnoître dans la 
description que M. Cramer fait des irrégula- 
rités de la- branche négative dé sa courbe , 
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Tunlté de loi qui doit présider à la direction 
de Tune et Tautre branche , puisque procédant 
d'une même équation, les traits doivent être 
semblables , la position seule exceptée dépen- 
dante des signes + et — • L'explication em- 
brouillée que donne l'auteur d'ime suite d'or- 
données si irrégulière et d'une branche dont 
la direction est si bizarre , est une preuve que 
la véritable algèbre ni la géométrie n'ont au- 
cune part à un semblable procédé. 

Il n'en est pas ainsi de la branche négative que 
nqus avons tracée, dont la loi d'une même équa- 
tion se manifeste également dans l'une et l'autre 
branche. On a opéré avec la plus grande facilité, 
puisque l'on a seulement changé le signe + de 
chaque ordonnée positive en signe — , que nous 
avons prouvé faire le même effet que le chan- 
gement de signe de chaque terme de l'équation, 
positive; car soit l'équation positive>'=:+ — 
+ x+\j supposant a:>=z6^ on aura par subs- 
titution, j^=+^+i^+l= 4.^^ En changeant 
les signes de tous les termes, il vient -* y=: — ^ 
— ^ — i = — v^jr yaleur égale à celle qui ré- 
sulte du changement de signe de l'ordonnée 
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positive + ^ en — ^2. C'est donc une chose 
égale de changer les signes de chaque terme 
d'une équation positive , ou de changer seu- 
lement le terme positif + du résultat en signe — y 
comme nous avons fait ; par où l'on voit non- 
seulement l'inutilité et la superâuité des opé- 
rations de M. Cramer, maïs déplus, le Y\ce de 
son procédé, qui se manifeste d'une manière 
sensible , tant dans l'irrégularité de la suite des 
ordomiées de la branche négative de sa courbe, 
que dans la bizarrerie de son couxs. V. ( fig. 8). 

PROBLÈME VI r. 

Les lieux algébriques -|-y::^+^ ""TT") 

et — V = - — ( — ^^ — ^ étant donnés , on de^ 
^ \xx-i"2ax-»-aa/ 

mande leurs lieux géométriques? 

RÉSOLUTION. 

Faisant ^ = i et a; successivement i , 2,3, 
4, 5, etc. on aura la suite des ordonnées po- 
sitives et négatives , comme elles sont déter- 
minées dans les colonnes ci-après, B et D. 



I<?d 


I.' A L G 


à B H s 




A 


B 


C 


D 


+ X=ZO 


■\-y=o 


—X^O 


-.^=0 


+ X-_+I 


+J— +i 


—X — 1 


— «-v—^*— — 


+*=+2 


+^=+^ 


—A — —a 


.^y.^.^4 


+A.__ + 3 


+J-+^ 


~^=-3 


-^-7^6 


+ ^= + 4 


+J=+7f 


-x=-/i 


-J^-if 


+a:_-+5 


+7=+H 


-x=-5 


— o^ _iLl 


+x=+6 


+r=+il 


-A=-6 


jr= 49 


:+«=+7 


+J=:+f? 


-*=-7 


■"J^— "• 64 



Si Ton considère la colonne B des ordonnées 
positives , et la colonne D des ordonnées né- 
gatives , on veira que la différence consiste 
uniquement dans les signes + et — qui for- 
xneilt le distinctif des deux ordres de calcul, 
lesquels indiquent dans les lieux géométriques , 
la position et contre-position des branches de 
courbe. Quant aux caractères numériques qui 
déterminent la proportion des ordonnées, ils 
sont parfaitement semblables ; et parce que 
de cette ressemblance d'ordonnées dépend la 
figure de la courbe, on en doit conclure que 
les branches négatives des courbes doivent être 
figurées de la même manière que les brauches 



SELON SE& VRAIS PRUSTCIPES, x6g 

positives, comme procédant de la même équa- 
tion et d'nne même loi. 
; Il est facile à présent de découvrir dans ces 
observations le germe des irrégularités et bi- 
zarreries du cours des branches négatives de 
la figure 8 ; mais celui de la figure lo concer^ 
nant le problême actuel , enchérit encore sur 
celui du problême précédent , comme nous 
allons le prouver par comparaison. 

A B CD 



X=0 


y=o 


*= o 


J = o 


X= 1 


r=i 


x = — 7 


/=i 


x^z 


J=l 


X = -^j 


/ = i 


x=5 


j=^ 


*"~^ "~~4 


J=9 


x = 4 


J=^f 


X — 1 


y — infini 


x=z5 


:r=H 


JT— "~~, 


7=9 


x=6 


^=il 


*S= 2 


^-=4 


x — 7 


^=H 


.*= — r 


y='7 



Si l'on compare la colonne B des ordonnées 
positives avec la colonne D des ordonnées né- 
gatives , on observera dans la première une 
régularité parfaite, une suite bien ordonnée et 
la loi qui préside à sa direction ^ conforme en 

2. 22 



tout à celle que nous avons formée : mais si 
on jette Toeil sur la colonne D , on n'y com- 
prend rien du tout ; c'est une suite d'ordonnées 
négatives qui sont toutes positives , quoique 
les abscisses soient négatives, et dont aucune 
ordonnée n'a ses caractères numériques sem- 
blables à ceux des ordonnées positives corres- 
pondantes. On n'apperçoit dans cette suite , ni 
ordre , ni loi; c'est une discordance continuée 
dont voici l'explication. 

« Ducôtédes abscissesnégatives,dit M. Cramer 
« (iig. lo), le cours de cette courbe est plus 
« singulier. Pour le reconnoître , on fera x né- 
cc gative dans l'équation xxy+zaxy — axx+ 
K flûJ>=o,quiseréduità7=«^^you^^^) ^ 
a suivant que x est plus grande ou plus petite 
« que a. Il est clair que plus x augmente , plus 
« le numérateiu: de la fraction -^ augmente , 
a et plus le dénominateur diminue. L'augmen-* 
« tation de Tùn et la diminution de l'autre 
« concourent à faire augmenter la fraction; 

« ainsi rordonnéej=r/7(^^;^^ augmente avec 
« l'abscisse, mais si rapidement qu'elle de- 
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« rhnt infinie, quand l'abscisse oj (AC) est 
« devenue égale k a; car alors j (CD) est 
€< = a\- — ) = — . Or une grandetqr finie a^ 
« divisée par zéro, représente l'infini, parce 
u que le fini contient une infinité de fois le 
a zéro , ou plutôt rinfiniment pefcit. Après cela 
t< l'abscisse x étant plus grande que iz, l'or- 
« donnée v=«(-r — ) est d'abord excessive- 
M ment grande j parce que le dénominateur x-^a 
a est excessivement petit ; mais à mesure que 
a X augmente , le dénominateur augmente , et 
« mêmo^ dans une plus grande proportion que 
« le numérateur, de sorte que Id fraction di- 
« mînue et avec elle l'ordonnée j^. Cependant 
« cette diminution a: ses bornes; car quand 
« l'abscisse est infinie , le dénominateur x-^a 
« est censé égal au numérateur x^ puisqu'il n'en 
« diffère que de la grandeur finie A. * . • Cette 
u branche EF de la courbe qui répond aux 
^ abscisses négatives plus grandes que a , vient 
a donc de l'infini en s'approchant de l'axe des 
« abscisses, mais elle n'en approche pas plus 
« que de la distance a. » 
R* Il ne faudroit. point d'autre jwreuve dé la 



fausseté des principes qui ont dirigé le cours 
de cette branche négative, que rexplication 
prolixe qu^en donne Fauteur. En eiFet^ quand 
M. Cramer s^est proposé d,e former la branche 
négative de sa courbe, il ne pouvoit avoir en 
vue que. de décrire une suite d^ordonnées op* 
posées aux positives , lesquelles par cette seule 
raison d'opposition deviennent négatives. Or, 
que fautril pour transformer une ordonnée por 
sitive en négative? U ne faut que changer le 
signe + qui précède sa valeur, en signe — , ce 
qui la rend iiégative. Far cette seule disposl* 
tion, la loi de la même équation préside à la 
direction de l^une etTautre branche, et la dif<- 
férence consiste uniquemei^t dans la position 
et non dans la dissemblance de £giu:e que 
l'auteur appelle, dans le cas présent, brancJiQ 
d'un cour^ singulier. , i 

Il est vraiment singulier qu'ime ordonné^e 
croisse si rapidement , qu'avant d'être parvenue 
è.la fin çle sa première abscisse , elle aille s'é- 
lancer dans l'infini , et après un séjour dans cette 
région inconnue , indiqué par un vuide sur l'axe 
des abscisses^, elle descende de l'infini pom: 
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former une branche entièrement isolée du tronc 
dont elle fait pgutie. Voyez la branche FE de 
la figure 10. Comme la singularité du cours de 
cette branche est conforme aux principes re- 
çus , qu'elle se trouye diamétrcdement opposée 
aux vrais principes du calcul , nous allons faire 
usage de ces derniers, comme nous avons fait 
dans le problême précédent , pour rendre raison 
des procédés vicieux qui ont concouru à une 
telle opération. ' 

Quand il s'est agi de transformer l'équation 
positive xxy+zaxy' -;— nxx+aay =: o en né- 
gative , M. Cramer a seulement transformé 
+2axy en — zaxy , où se trouve la variable 
linéaire a; , et a laissé subsister les signes des 
termes où étoient ses puissances y ce qui lui a 
donné xxy — tzaayy — axx+aaf:rs o ; fausse 
équation transformée , qui eût dû être changée 
en — xxy — zaxy + ^^^ — ^^f = o , dont 
chaque terme étant affecté d'un signe opposé, 

eût donné — r=: — f —^ ^ ^vec la même 

suite d'ordonnées négatives que celle que nous 
avons obtenue parle seul changement de signe 
des ordonnées positives. Cette fausse transfoi^ 



mation est une des principales causes du c^urs 
singulier et vicieux de la branche négative de 
M. Cramer , qui ,' n'ayant changé que le signe 
de la variable linéaire x , a laissé subsister les 
signes de ses puissances xx , d^où est résultée 
une espèce de conflit entre ces deux quantités , 
lesquelles , selon leur degré de valeur, occasion- 
noient tantôt des élévations , tantôt des abaisse- 
mens, tantôt des disparitions totales de courbe, 
ce qui donne , à la direction de la branche , le 
cours le plus singulier et le plus bizarre. 

Les équations yz=za (^) %\y r: ^(~) 
que M. Cramer svppose être égales, ne le sont 
point ; il faudroit pour cela que le carré du 
dénominateur de la première fraction a — ce 
fût égal au carré du dénominateur de la seconde 
œ-^a, ensorte que l'on eût (<ï — a? )^ = (o;^ €if'^ 
ce qui n'est pas : car soit ^ = 5, ;r=3, on aura 
pour le cêirré du premier dénominateur , 5—3 X 
5 — 3 = + 4 , et pour le carré du second, 3 — 5 x 
5— 3=-- 4, valeurs diamétralement opposées. 
Une autre erreur est l'expression — que 
M. Cramer dit représenter une grandeur infinie, 
%< parce que, dit-il, ime grandeur finie , divisée 
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i* par le zéro représente rinfini, et que le fini 
c< contient une infinité de fois le zéro , ou plutôt 
w Finfiniment petit. » 

R. Dans l'eiçeinple proposé —, M. Cramer 
ne peut pas prendre zéro pour un infiniment 
petit , puisqu'il résulte de +a — a = o qui re- 
présente le rien absolu , en ce que +a est dé* 
trait dans sa totalité par la négative — a ^ qui 
l'absorbe entièrement. Déplus , —ne peut pas 

représenter un infiniment grand , — - étant plus 
grand que lui ; car- — a^ comme quantité néga- 
tive , étant au dessus de zéro , selon ceux qui 
admettent des logarithmes négatifs , donne né- 

cessairement une fraction plus forte que — .; 

3 

Disons donc avec plus de vérité , que — ,bien 
loin de représenter un infiniment grand , ne re- 
présente rien du tout. i®. Parce qu'il n'existe 
aucun rapport entre le rien et le fini. 29. Parcd 
que zéro faisant la fonction de dénominateur 
de la firaction , le numérateur a^ ne peut être 
qu'une partie ou un multiple du déDominateur, 
ce qui, dans l'une et l'autre supposition » 'n^ 
doi^xe autre chose que zéro. Or, quelle distance 
entre le zérQ et l'infiniment grand ! 



Une chose remarquable dans les branches 
négatives de M* Cramer , est Finterruptioii 
subite du cours de la branche à la rencontxe 
d^une imaginaire désignée par un espace yuide 
sur la ligne des abscisses , effet surprenant, sans 
cause, puisque les imaginaires n^ayant aucune 
existence possible , ne peuvent être cause d^un 
effet quelconque. 

PROBLÈME VIII. 

Les équations +y^— g^yy— x^+iooxx 
s= o , et-^ y^= +96yy +x^ — looxx == o étant 
données , trouver la suite de leurs ordonnées 
et tracer le lieu géométrique de l'une et Vautre 
courbe. (Tig. ii). 

RÉSOLUTION. 

Les équations proposées étant des équations- 
produits , on changera l'équation positive en 
équa.tion*puissance, pour en extraire plus faci- 
lement la suite des ordonnées positives , dont 
on changera tous les signes , pour avoir la suite 
de la seconde équation eu ordonnées négatives. 
• Soit donc y — g^jj — x^+ iooJc;r =: o.. On 
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transportera les deux derniers termes du pre- 
mier membre dans le second, ce qui donnera 
y^ — g^xy =a:^— iooA::ir. On retranchera de 
chaque membre le carré de la moitié du coef- 
ficient; il viendra l'égalité suivante, j<^ — ^yy 
— — 23o4 = a:^— . 1 OOAT*" — — 23o4. Extrayant 
la racine de part et d'autre, onaj^*— •48 = 
i/^x^-'iooxx + 26049 ou en faisant passer 48 dems 
le secoudmembfe,y*=:48+ j/'A;^-Too;tA;+â3Ô4i 
Extrayant encore la racine de part et d'autre , 
on obtient y ==l/4^+V^^^ITôôï^i5o4, 
équation dont on formera la suite des co- 
ordonnées de la courbe, comme il suit, en va? 
leurs décimales. 

A B C D 

+ .r=:o +^^=-1-9.798 -x=o -jK=:-9.798 
+xz=z+\ 4.JŒ+9.744 -:c=-i -jK=-9.744 
+a:=:+2 +yz=z+g.58fi -;r=:-a -y=. 9,58a 
+:r=:+3 -f-jc=:+9.3o2 -a=-3 -^=:-9,3o2 
+x=+^ -f;^=+8.837 .a:=-4 -j^ = -8.837 
4-x=4-5 +y=:+8.28g -jc=-5 -y=-8.289 
^x=z+6 +yz=:+6.g&8 -:r=-6 .j^=- 6.928 
^xzzz+j +y=z+5.gi6 ^xz=z-j -j=-5.9i6 
+x=+Q +y=+6.9zli '^f^Z'Q .j=-6.928 
a. a3 



+j»::=+io 4-J=+9-798 -^=-10 -jzzz-g.ysS 
+a=:+ii +^=+10.845 -;ir=-ii -jc=:-io.845 
+x=:+ia-+j^=:+ii.856 -^=-12 -jc=-ii.a6ff 

Pour construire le lieu géométrique de cette 
courbe (fig. 11), après avoir tracé les angles 
des co-ordonnées, on prendra la suite des or- 
données positives parallèles à lil, première 
ordonnée , pour former la branche positive , 
et la suite des ordonnées négatives parallèles 
à hl , pour la branche négative. 

L'équation do la courbe dont nous venons 
de tracer la suite dea co- ordonnées, est ex- 
traite de V Introduction à l'Analyse des courbes 
par M* Cramer, pag. 19. Quoique l'équation 
soit du quatrième degré , nous avons suivi les 
mêmes principes que dans les opérations pré- 
cédentes. Les suites que l'on a obtenues sont 
^ans imaginaires , sans interruption. A chaque 
abscisse répond ime seule ordonnée et non 
quatre , comme dans M. Cramer. La loi de 
l'équation est observée dans toute la suite saris 
ftuçuuc lacmie , ce qui ne se rencontre pas 
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dans les suites d'ordonnées de l'auteur , où la 
septième , tant positive que négative , la dixième 
et onzième négatives manquant totalement , 
laissent des vuicles et des lacunes ridicules , 
tant dans la série que dans la figure de la ccfurbe, 
comme on peut le voir dans la suite des co- 
ordonnées ci -après, et dans la figure 12 de 
M. Cramer. . 



A 



B 



Ar=0 ^=9.798 — 

X=ZT y = 9.744 + 

x:=z2, .j^ =9.582 + 

^z=;:3 ^^ = 9.302 + 

x=:^ j = 8.887+ 

xz=z5 j'ziz 8.289+ 

xz=6 jK =16.928 + 

AT = 7 y imaginaire 

jc = 8- j =6.928 -J- 

x=,9 y = 8.698 + 

.A=io ^^=9.798+ 

.^=11 j^= 10.845+ 

.A:=ri2 y=zii.856+ 

Selon M. Cramer. 



C D 

xzrzo yzzzo 

xz=zT ^ = 1^*021 + 

;c = 2 j^= 2.045— • 

;t:zz3 j^ ==3.076+ 

a: = 4 y = 4*125+^ 

XZZZ5 j=5.224— 

x=:6 j' =16.928+ 

xzzzj y imaginaire 

;i: = 8 j^ = 6.928+ 

x=:g ^^ = 4.510+ 

xzr:io yzzzo 

xz=z II y imaginaire 

:c=i2 j imaginaire. 

Selon M* Cramer. 
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Pour l'intelligence des suites d'ordonnées 
ci-dessus , nous transcrirons l'explication que 
M. Cramer en donne lui-même. 

ce Soit proposé, dit -il, l'équation j^* — Sl^yy 
c< — -AT^-t-ioojt^K-ïs: o, qui résolue par la mé- 
ce thode ordinaire pour les équations du second 
ce degré, se trouve avoir ces quatre racines : 
« jr=|/[48 + |/(A:^— iOO:t:JC+23o4)] 
ce jc=v^[48+i/(Ar^— ioo:3i;a:+23o4)] 
ce j^=— |/[48-|-ï/(:x^^— lOOA:JKr+23o4)] 
ce j'ïs— v^[48— V^(;c^— lOOXAT-f 23o4)] 
ce où l'on voit qu'en général à chaque abscisse 
ic X répondent quatre ordonnées y^ hors les 
ce cas , ou quelques unes , ou bien les quatre 
ce deviennent imaginaires. *> 

R. Nous avons donné des preuves démons- 
tratives que toute équation-puissance du second 
degré n'a voit et ne pouvoit avoir qu'une seule 
racme; à plus forte raison n'en pourra- 1- elle 
pas avoir quatre , comme l'expose M. Cramer, 
en disant que l'équation proposée résolue par 
la méthode ordinaire pour les équations du se- 
cond degré, se trouve avoir quatre racines. 
Quand il ajoute qu'à chaque abscisse x répoiî- 
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dent quatre ordonnées^ , hors les cas , ou quel- 
ques unes , ou bien les quatre deyieiment ima- 
ginaires, l'exception est tout-à-fait superflue, 
puisqu'une équation quelconque ne pouvant 
avoirqu'une racine , toutes les autres deviennent ^ 
de la nature des imaginaires, c'est-à-dire, im* 
possibles et chimériques. 

On ne comprend guère mieux comment , 
sur l'extrémité de chaque abscisse , peuvent 
répondre quatre ordonnées , étant impossible , 
selon les premiers élémens de la géométrie , de 
pouvoir élever plus d'une perpendiculaire sur 
un point donné d'une ligne : or , les ordonnées, 
à un point de l'axe , sont-ils autre chose que 
des perpendiculaires quand l'axe ne fait pas 
la fonction de diamètre? Une courbe peut cou* 
per une perpendiculaire en plusieurs points y 
mais on ne dira pas pour cela , qu'il y a autant 
de perpendiculaires que de sections. Déplus , le 
nombre de ces ordonnées étant fondé sur le 
nombre des racines de l'équation , et l'équation 
n'ayant qu'une racine , il ne peut y répondre 
qu'une seule ordonnée. Continuons l'explication 
de M. Cramer concernant la figure 12. 
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« Voyons d'abord quelle branche fournit la pre* 
« mière racine j=: i/[48 + 1/(^^- 1 oo y^; + 23o4)]. 
f< Cette racine sera réelle teuit qu'on donnera à 
« X une valeur qui rende x^-^iooxx+23o^ po- 
« sitive. Car cette grandeur étant positive , sa 
c€ racine carrée précédée du signe -(- est réelle et 
c< positive, laquelle avec quarante-huit fait une 
fc somme positive, dont la racine carrée |/[48-f- 
« \/(/v^ — iooccx+23o^)'] est réelle. Si au cou- 
fcc traire , on donne à x une grandeur qui rende 
«:»:^—-ioo;ic"Jt+23o4 négative , la racine carrée 
« de cette grandeur négative est imaginaire ; et 
ce j, dont l'expression V^[48+v/(a:^ — iooa:a: + 
<c 23o4)] renferme cette racine carrée , est ima- 
iccgiiiaire. L'existence ou non existence des 
ce branches représentées par cette racine , dépend 
^c< donc de ce que la grandeur x^ — iooj:jc-|-23o4 
« est positive ou négative. Pour déterminer ce 
u qu'elle est , onclierchera les racines xx — 36 
u =0 , et 4c;i;— 64=0 de l'équation a;^— i oo^a: 
ce +23o4=o, afin de réduire cette grandeur en 
ce ses deux facteurs (a?a?— 3S) X (a;a?— 64). On ré- 
cc duira de même ccx — 36 en ses deux facteurs 
ce (x^6),x (+6) et XX — 64 en ses deux facteurs 
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c< (xS) X (^ + 8). Ainsi la grandeur jc^— i oo xx 
«c + !23o4 est réduite en ses quatre facteurs (œ + 6) 
«c X (x — 6)x(x+8)x(oc — 8). Elle sera donc 
« positive si ses quatre facteurs sont positifs^ ou 
c< s^il y en a deux seulement ; mais elle sera né-* 
a'gative , si un seul de ses facteurs ou trois sont 
ce positifs. Comme oh suppose a? positive , les 
«deux facteurs a? +6 et a; +8 sont essentielle- 
ce ment positifs : donc x^ — iooa?j?+23o4 est 
c^une grandeur positive quand a; — 6 et a? —-8 
« sont tous deux positifs ou tous deux négatifs- 
ce Elle est négative quand;x', tombant entre 6 et 8, 
ce rend x — 6 positif etx — 8 négatif, 

« La racme y:=:y/[/i8 + \/(x^'^iooxx+^ 
#<23o4)J donne donc deux branches séparées 
« par l'intervalle qui tombe entre les abscisses 
4< œ=L6 etxz=8 ; examinons ces deux branches 
i< l'une après l'autre. 

« D'abord , si a: = o on aura y =: v^(48+ v^ 
« 23o4) = 1/96. C'est la grandeur de la pre* 
« miêre ordonnée de cette branche. Ensuite 
« X prenant — iooatji; , retranche plus de 23o4 
4< que x^ ne lui ajoute : ensorte que l'ordonnée 
<< va en décroissant à mesure que l'abscisse aug* 
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M mente, jusqu^à ce que 0^=6, faisant o;^— 100 
«a;x+23o4 égala zéro, réduise y à 1/48. La 
#c première branche GB ya donc en s'approcliant 
« de la ligne des abscisses, dès le point G, extrê- 
me mité de la première ordonnée AG zzzy/g6j jus* 
4f qu^au point B , extrémité de Tordonnée PB =: 
4< V^48 qui répond à Tabscisse AP =: 6. 

. M L^autre branche , que désigne la même ra- 
« cine>'=:ï/[48+|/(a?^— iooa^=23o4)], com- 
u mençe àrabscisse;r=8=AQ. Gette valeur 
M de œ rendant œ^ — ioojirA:+23o4 égal à zéro , 
M donne y zzz QD = y/éfi. Dès lors, x croissant j 
« augmente la grandeur a;^— iooxji:+23o4 ? et 
#< par conséquent, l'ordonnée j' [ + 1/(48 + »/(a?* 
¥ — ioojifAr+23o4))], Gette racine marque donc 
« une branche DE , qui part du point D et va en 
M s'éloignantàTinfini de l'axe des abscisses et de 
K celui des ordonnées. 

« Voyons à présent quelles branches donnent 
a la seconde racine y = |/ [48 — \/(x^ — 100 
M xAr+23o4)], On voit d'abord que cette racine 
4< est imaginaire comme la précédente, tant que 
4< |/{x^— ioo^a:+23o4) est imaginaire , c'est-à- 
4i dire , dans tout l'intervalle compris entre les 
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ki abscisses a^=: 6 et a? =r 8 , où la courbe u^a ni 
4< ordonnée ni branche. » 

Nous ne prolongerons pas davantage cette 
exposition proUze et énigmatique de l'auteur 
de l'Analyse des courbes ; c'est au lecteur à en 
apprécier la Valeur. Nous observerons seule- 
ment que la 7* ordonnée positive de la courbe j 
les 7, Ti et 12» négatives, sont des ordonnées 
imaginaires que M. Cramer propose à l'atten- 
tion du lecteur de la manière suivante, pag. i8* 

<c Ces ordonnées méritent encore plus d'être 
i« considérées , quand l'équation les donne 
« imaginaires ; quand elle les détermine k 
ce cesser d'étrepossibles , alors la courbe manque 
« dans toute l'étendue , ou les ordonnées sont 
iK imaginaires. Elles manquent tout-à-fait , ou 
4< pour mieux dire , l'équation ne représente 
u aucune courbe , lorsque ses racines sont toutes 
4€ imaginaires; telle est l'équation j^^+xjc-l-rr 
K =o, dontlesracinesj^=— V^ (—:«•*:— rr)=o, 
« etj^+|/(— Ar:r— rr)=ro, sont essentiellement 
ec imaginaires, quelque valeur qu'on donne kx. » 

R, L'équation jy +xx+ rrzzzo, proposée par 
M. Cramer , dont le second membre est zéro ^ 
2. a4 
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doit nécessairement renfermer dans le premien 
membre autant d'unités négatives que de po- 
sitives, lesquelles se détruisant mutuellement 
et totalement , rendent le second membre = o ; 
car il est impossible que trois quantités posi- 
tives puissent égaler zéro : ce ne seroit plus 
une équation que l'on proposeroit. Cela étant , 
il faut de toute néx::essité, que l'un des trois 
termes , ou deux , soient négatifs et égaux en 
nombre d'unités , au terme positif. Supposons 
seulement le terme yy négatif; on formera l'é- 
quation dans l'ordre négatif, en écrivant — jy 
rz: — XX "^rr^ dont on extraira la racine de 
part et d'autre, ce qui donnera — ^= J/^- xx- rr 
pour la racine de l'équation, laquelle bien loin 
d'être impossible est une des plus simples et 
des plus faciles à résoudre , et de laquelle on 
peut extraire une suite d'ordonnées propre à 
représenter imè courbe double , l'une dans 
l'ordre négatif, la seconde dans l'ordre positif. 
Pour cet effet , nous, ferons •— r= — i , et — x 
égal à la suite des nombres — i , —2, —3, etc. 
ce qui donnera deux séries de co- ordonnées 1 
comra'e îl suit. 
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C D A B 

— Arrro — j=:v/— i +x=io +^=+v/i 
— jf=— I — ^=1/— 2 +xzn+i +y=i+\/a 
— -;t=r— 2 — ^=v/— 5 +:r=+2 +j=: + |/5 
— a:=— 3 — yr=v^— 10 *|-:*r=:+3 +j=i+ï/io 
— Ar=:-.4 —/=/— 17 +a;=+4 +/=+v/i7 
-r-x=— 5 — j';=v^— 2^ +Ar=:+5 +7=:+\/25 
~a:=— 6 — j=/— 37 +xz=i+6 +yr=z+\/3j 
— ;c=:— 7 — jzzrv/— 5p +Jt:=+7 +j=+v^5o 

Les deuxpremières colonnes sont dans Tordre 
négatif, parce qu'elles procèdent d'une équa- 
tion du même ordre négatif; mais les deux 
dernières sont dans l'ordre positif par voie 
d'opposition. L'ordonnée — j=|/— i de la 
colonne D qui répond à l'abscisse — a: = o , 
est la racine du carré de la constante — rnr.— i 
qu'a donnée l'équation — y = J/^o — rr. C'est 
pourquoi , pour construire le lieu géométrique 
relatif au lieu algébrique proposé , on procé- 
dera comme on a fait pour la construction du 
lieu du problême 6 , où la constante étoit {. 

La loi qui règne dans l'une et l'autre suite 
est , que chaque ordonnée est égale à la racine 
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du carré de son abscisse correspondante plus 
ou moins Funité. Le moins est pour Tordre 
négatif, et le plus pour Tordre positif. Prenons , 
par exemple, dans la colonne D Tordoimée 
— ^= v^— 1. Le carré de Tabscisse — i est 
«* 1 ; à quoi ajoutant — i , on a — 2 , dont 
l'expression de la racine est j/— 2. Si on prend 
l'ordonnée —7^= v^'— 5 correspondante à Tabs- 
cisse — 2 , on aura —4 pour le 'carré de Tabs- 
cisse , auquel ajoutant — 1 , il vient — 5 , dont 
la racine est v^— 5. Dsûis Tordre positif, si on 
prend l'ordonnée -j-J^ =+171 q^i correspond 
à Tabscisse + 4V on aura + 16 pour le carré 
de Tabscisse , auquel ajoutant + 1 , on a + 17^ 
dont la racine est \/+ij. On a peine à com- 
prendre après cela comment M. Cramer peut 
proposer Téquation j^j^+;c-Ar+rr=o, comme 
une équation insoluble , tandis qu'elle est très 
facile à résoudre. Quel cas peut-on faire à pré^ 
sent du Traité de TAnalyse des courbes, fondé 
sur des principes si défectueux ? Aussi ne peut- 
on ouvrir ce livre volumineux, sans queTœil 
ne soit choqué, presqu'à chaque page, delà 
figure singulière et bizarre des branches 'de 
courbes qu'il renferme. 
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PROBLÈME IX» 

Déterminerle lieu géométrique delà courbe^ 
exprimé par l équation y == — '^~^*' 
nisoiiUTiON'. 

On extraira Ja racine de chaque membre der 

l'équation , ce qui donnera ^ = r Z — ^ 

formule dont on extraira la suite des ordon- 
nées pour la formation des branches de la? 
courbe. Faisant & = i , ^ = , on aura la suite 
des ordonnées de Tuu et Tautre ordre , comme 
il suit. 

A B C D 

'+^ = +jc=o -x=:o -y=:o 

+ x=+^ +J=V/¥ .:r=.4 -j^=:v/-V^ 

+;,=+6 +jc=v/^ ^x=^6 -J<=:v/--:^ 

Pour construire le lieu géométrique de cett^ 
courbe (fig. i3), on tirera les lignes ED, FG 
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56 cotipant en angle droit au point M, origine 
des abscisses , pour former les angles des or- 
données; celles qui répondent à la branche 
positire se prendront dans Fangle DMF , telle 
que Fordonnée HI; celles qui répondent à la 
branche négative , se prendront dan^ l'angle 
EMG qui lui est diamétralement opposé, telle 
^ue Tordonnée hi. C'est ainsi qu'il faut tou- 
jours concevoir l'opposition des ordonnées^ 
ensorte que la suite des ordonnées positives 
de la colonne B ci-dessus , formera la branche 
positive MIP; et la suite des ordonnées néga- 
tives de la colonne D, formera la branche né- 
gative mip^ comme on le voit dans la £g. i3y 
lesquelles branches étant doublées , donneront 
deux courbes entières parfaitement semblables^ 
l'une dans l'ordre positif, la seconde dans l'ordre 
négatif. 

On trouve dans les Leçons élémentaires 
de mathématiques de l'abbé de la Caille , aug- 
menté es par l'a bbé Marie , la même équation 
y^zV '^^ pour la formation d'une courbe, 
dont voici l'explication. 

« Cherchons , dit-il, la figure ^c la courbe 
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uOu "4* uC 
<i exprimée par Téquation j^*= ::~— . Je 

« prends BÔ (fig. 14) pour la ligne des abs- 

cc cisses , AD = a pour la direction des posî- 

ce tives , le point A pour leur origine, EF pour 

ce l'ax^jÉts ordonnées, et j'ai>'=ijf:ifr JT^. ^ 

R. Nous observerons que le double signe Hh qui 
précède la valeur radicale est une erreur ré* 
sultante d'une fausse supposition et d'un faux 
principe; à savoir, que d'une seule et même 
puissance on peut extraire deux racines inso- 
ciables , lesquelles ne peuvent exister conjoin- 
tement sans se détruire ; mais quand mémo 
elles ne se détruiroient pas et seroient de nuême 
espèce, il seroit toujours imposable d'extraira 
deux racines /l'un carré : aussi dit-on généra- 
lement extraire la racine carrée, et nçn pas 
les racines carrées , lorsqu'il n'y a qu'une seule 
pi;i^sance. En effet, former une seconde puis- 
sance , c'est répéter une quantité autant de fois 
qu'elle a d'unités ; résoudre une seconde puis- 
sance, c'est revenir de la puissance à la quan- 
tité primitive , laquelle étant une , ne peut donner, 
qti'une seule racine» 
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« Ce qui donne, i<*. ^=o. La courbe doit 
« donc passer au point A. qp. Pour chaque 
«c valeur ^x je trouve deux valeurs d>. » 

R. Le premier cas est exactement vrai. L.e 
second est faux , parce qu'il est une conséquence 
du faux principe moins par moins dcm^ plus. 

ce Je prends x positive, mais moindre que a 
4A ou AD, et j'ai pour/ deux valeurs, PM,PM. y^ 

Ri L'auteur, bien loin d'avoir pour y deux 
Valeurs , n'a rien du tout , puisque la secondey 
détruisant la première, le résultat est +>^-;y=:o. 

i< Qui croissant de plus en plus , jusqu'à ce 
^ qu'ayantprîsj»r=a, elles deviennent infinies; 

¥ CQX alors j'ai y zzz^xv —llf . Supposant 
c< donc, conmie on le fait ordinairement, que 
M zéro exprime ime quantité infiniment petite ^ 
^ ou que o =: 35- , ^ est infinie. » 

R. On ne peut suppciper zéro égal à une 
quantité înfininient petite, sans supposer zéro 
égal à une quantité. Or, cette dertiière sup- 
position né peut .se faire dans le cas présent, 
parce que zéro. résultant de +4ï— a, qui re- 
présente une extinction entière de quantité , ne 
peut être pris pour une quantité infiniment 
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petite j — a absorbant + à dans sa totalité ; d'où 
il faut conclure que o =: ~- est une équation 
fausse , non seulement en ce que zéro est un 
rien absolu , mais encore parce que -~ n'ex- 
prime pas une quantité infiniment petite , si la 
quantité négative — - a au dessous de zéro est 
l'expression d'une quantité plus petite. Or, 
selon tous les algébristes qui admettent des lo- 
garithmes négatifs , les quantités négatives sont 
autant au dessous de zéro, que les quantités 
positives correspondantes sont au dessus : -^ 
n'est donc pas l'expressicm d'une quantité in- 
animent petite, m ■— - celle d'un infiniment 
grand , n'y ayant aucun rapport entre le rien et 
le réel. 

€< Si ^=:â,^devxefit imaginaire, la courbe 
a ne peut donc passer au-delà de GH. » 

R. Si la coiurbe ne peu,t passer au-delà de 
GH, c^e&t parce que le point D est la limite 
des abscisses, conséquemment des oi:données ; 
et non par la raison que j^ devient imaginaire , 
puisque les imaginaires étant des impossibles^ 
ne peuvent être cause d'un effet quelconque. 

i^Six est négative , y a deux valeurs , pourvu 
2. as 
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(c que X soit moindre que b : la courbe a donc 
€c aussi deux branches dans le sens négatif. >» 

R. Quand les x sont négatives^ les branches 
doivent seulement changer de position , nulle- 
ment de £gure. Les branches négatives stiî- 
vront donc le cours représenté dans la (fig. 13)^ 
et non celui de la ( £g. 14 ) qui forme un nœud, 
parce que les nœuds et les points multiples 
sont des conséquences de faux principes. Toute 
branche positive devient négative par la seule 
contre-position, sans variw sa figure. 

c< Si X = ^ , j^ =0 : la courbe doit doncpasser 
« au point B , mais elle ne peut descendre plus 
« bas, puisque x plus grand que ^, rend les jr 
u imaginaires. » 

R. La raison qui a empêché la branche po- 
sitive d'outre -passer le point D, empêche la 
branche négative dWtre- passer le point B, 
puisque l'un et l'autre points sont les limites, 
tant des abscisses que des ordonnées de la 
courbe , et non les imaginaires , qui cesseroient 
de l'être, si elles pouvoient produire des 
effets, 

c( Faisant /= o dans la suppositign de x né- 
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u gative et = i^ , on a^*= ocx {j-:;^) = o ; d'où 
a l'on tire x\b'^œ):=zOj qui donne a? ^o, 
M oj = o, a: = — ^. La courbe passera donc uno 
<c fois au point B et deux fois au point A , où 
« lelle formera un nœud. » 

R. Dans la supposition de x négative et de 
^=: o , on ne doit pas avoir aî*(^— a:;)=: o , mais 
— rc*(^— a?)=:o, parce qu^un carré doit tou- 
jours être de Tcspèce algébrique de sa racine. 
Si en répétant quatre fois quatre écus on a 
nécessairement seize écus , on ne concevra ja- 
mais pourquoi en répétant quatre fois quatre 
imités négatives, on auroit seize unités posi- 
tives. C'est donc ime erreur de donner ira?pour 
le carré de — o? , qui est nécessairement — œx. 
On ne comprendra pas jnieux comment une 
racine peut être deux fois rien et une fois moins 
que rien ; c'est cependant ce que signifie x=zo 9 
â:;=;o, ^=— ^« La postérité ne croira jamais 
qu'im tel langage ait pu être celui de la véri- 
table algèbre. 
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RÉCAPITULATION 

des Erreurs observées eu réparées dans cet 
oui^rage , concernant les règles usitées du 
calcul algébrique. 

Erreurs dans V Addition. C'est une erreur 
d'ajouter des unités hétérogènes pour en com- 
poser une somme ; par exemple , i5 toises avec 
lo écus. C'est donc tme erreur encore pins 
grande , comme on le pratique en algèbre , 
d'ajouter i5 unités positives avec lo unités né- 
gatives , pour ne recueillir que 5 unités posi- 
tives, somme plus foible en nombre d'unités 
que l'iuie des parties proposée à ajouter* Il est 
visible en pareil cas que le mélange des unités 
positives et négatives donne une différence : 
or, ime différence n'est pas somme et ne peut 
appartenir à l'addition. Donner des différences 
et des résultats de soustraction pour exemples 
d'addition , comme on le fait dans tous les 
livres d'algèbre , c'est induire en erreur ceux 
que l'on prétend instruire. Pour éviter un pareil 
inconvénient, on n'a donné pour exemples d'ad- 
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didon que des unités homogènes à ajouter ,| 
unités positives à unités positives ) unités né^ 
gatives à unité» négatives. 

Erreurs dans la Soustraction. De i5 unités 
en ôter lo et en avoir 25, de reste, est une 
opération que la raison dicte ne pouvoir ap- 
partenir à la soustraction. Cependant tous les 
algébrîstes affirment le contraire. S'ils veulent 
soustraire lo unités négatives de i5 unités po-- 
sîtives, ils changent le signe -— des unités né« 
gatives en signe + , ce qui leur donne + ^^i 
à quoi réunissant +i5, ils trouvent +a5 pour 
restant , et croient réellement nVvoir fiiit qu'une 
soustraction, ce qui leur fait dire, que sous^ 
traire n'est pas toujours diminuer. 

C'est se tromper que penser ainsi. Le chan- 
gement de signe appartient incontestablement 
k la soustraction ; mais cette opération n'est 
que préliminaire , pour rendre homogènes des 
unités qui ne l'étoient pas , et par là les rendre 
susceptibles d'addition. La soustraction s'arrête 
là et ne va pas plus loin. L'opération subsé- 
quente qui réunit en ime somme les unités ren- 
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dues homogènes 9 appartient ootlèrement à 
Fadditîon qtu est Topération finale. La somme 
que Ton obtient n'est donc pas un résidu de 
soustraction , mais une véritable somme com* 
posée de parties homogènes réimies. Cet ex- 
posé fait disparoitre tous les mauvais raison--» 
nemens accumulés y potu: rendre raison de la 
singularité du fait, dont voici l'opération. 

On propose de trouver la différence qui existe 
entre i5 unités de Tordre positif et 10 unités 
de Tordre négatif, quantités évidemment hé- 
térogènes. Pour les rappeler au même ordre, 
on fait précéder du signe — d'opérationle signe 
— de quantité de la valeur comparée , ce qui 
donne + 15 — — 10. Par cette opération , qui 
appartient à la soustraction, on obtient deux 
nombres de même ordre et de même espèce 
susceptibles de toutes les opérations de calcul. 
Si donc on veut les ajouter , on aura + 15+ 10 
— 15, résultat qui appartient àTadditioin, comme 
opération finale , et à la soustraction , comme 
opération préliminaire. / 

Erreurs dans la Multiplication. H n'y a 
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point de mauyais raisonnemens.quî niaient été 
faits en algèbre , pour prouver Texistence de 
ce principe déraisonnable, moins par moins 
donne plus. Nous commenceronsPénumératlon 
de ces preuves par la démonstration de Fau- 
teur de la Science dû Calcul^ comme ayant plus 
de droit à la moins mauvaise ; la voici, le lec- 
teur en jugera. 

i< L^unité positive +i peut être, pour ainsi 
€c dire, par retranchement dans la midtiplica- 
« tion , et elle en est toujours retranchée, quand 
oc le multiplicateur «—3 e$t négatif; donc si le 
«'multiplié— -4 est aussi négatif, il doit être 
ce autant retranché du produit , que Tunité + 1 
« est retranchée du multiplicateur —3 : or, 
<c pour retrancher une grandeur qui a le signe 
«e — , il faut récrire avec le signe + ; donc 
a pour retrancher — 4 trois fois , 11 faut écrire 

« +12. » 

JLa démonstration de Fauteur, qui change 
visiblement la multiplication en soustraction » 
consiste dans cette proportion anti-géon»étrique^ 
+ i : — . 3 : : ~- 4 : + 1^ ? dan» laquelle les termes 
des rapports étwxl; composés d'uioités hétéro* 
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+ 12, diamétrakment opposé àceluides moy ens^ 
qui est —12. 

D^autres ont dit qu^un multiplicande négatif 
ëtoit un défaut, et que pour réparer ce dé&ut , 
il falloit donner au produit le signe + , san^ 
faire attention qu^en donnant au produit le signe 
+ , le produit étoit d'une espèce, opposée à son 
multiplicande^ dont il n^est cependant que la 
répétition^ 

D 'autres ont avancé que multiplier par moins ^ 
c'ctoit répéter le multiplicande dans le sens du; 
multiplicateur , c'est-à-dire négativement ; maid^ 
quel sens donner à une répétition négative, si 
ce n'est qu'il ne faut pas répéter? . 

D'autres ont écrit que multiplier par moins^ 
étoit la même chose que soustraire; tandi& 
que ce sont deux choses opposées. Multiplier j 
signifie augmenter en nombre d'unités , et sons- 
praire , dit positivement diminuer en nombre 
d'unités; ce qiu signifieroit augmenter en di-r 
minuant. 

D'autres ont^pensé qu'il feUoit avoir égard à 
l'espèce des unités du multipUcftteur , dont la, 
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propriété étoit de changer Tespèce des unités * 

du multiplicande , sans considérer que si on 

«voit égaurd à l'espèce des unités du multiplia 

cateur, le multiplicateur cesseroit d'être un 

nombre abstrait, en quoi consiste son essence, 

un nombre abstrait étant celui dont on ne 

compte que le nombre de ses unités , sans égard 

quelconque à leur espèce. Quand on multiplie 

trois toises par quatre écus , on ne fait attention 

qu'au nombre quatre , sans égard quelconque 

à l'espèce des écus, dont on fait abstraction, 

autrement les écus entreroient dans le produit 

qui doimeroit des toises écus , ce qui est absurde. 

D'autres ont fait ce raisonnement, — a par 
— b ne peut donner — ab, puisque — a par 
+b donne déjà — ab; il faut donc qu'il donne 
-^ab. Argument facile à rétorquer, en disant N 

«^^ par — ^ ne peut donner +ab^ puisque 
+^ par +b donne déjà +ab: donc — a par 
— b doit donner — ab et non +ab. 

De toutes les preuves que l'on a données de 
ce prétendu principe moins par moins donne 
plus , la plus apparente et la moins déraison- 
nable est la suivante. Soit proposé de formef 
2. ^S 
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le produit de 7 — 3 par 5 — 2 : On sait qu'il 
doit donner +12^^ puisqu'il est le même que 
celui de 4 par 3. Or, quand on en est au pro- 
duit partiel des deux quantités négatives -—3 
et — 2, il faut , de toute nécessité, que ce produit 
partiel donne + 6 , pour que le produit total 
donne +12: donc — par — doit donner +• 

R. Lorsqu'on en est au produit partiel des 
deux quantités négatives — 3 et — • a , il faut 
dire — 3 par +2 , multiplicateur positif , donne 
•»— 6 excès de soustraction , que l'on répare en 
plaçant le signe — d'opération avant le signe 
de quantité, en cette sorte, — — 6, qui fait le 
même effet que + 6 , comme on le voit dans 
l'opération suivante : 

7-3 
5-2 



35-15 



35— 39+fc35-23s+i2, produit dey^-S par 5?î2. 

Cet exposé fiiit disparoitre la preuve la plus 

apparente de Tezistence de ce faux principe, 

m0ins par moins donne phts.^ pajrce que le 
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double signe — — qui exprime la soustraction 
d'une quantité négative , donne la même valeur 
et le même résultat que l'addition d'une posi- 
tive , ensoTte que — — = +6. 

Erreurs dans laDivUion. La division n^étant 
qu'une soustraction abrégée, diviser une quan* 
tité par une autre , c'est soustraire la seconde 
de la première autant de fois qu'elle y est con- 
tenue. Il faut donc, de toute nécessité, que cette 
seconde, quantité , qui s'appelle diviseur , soit 
Ci^ntenue dans la première , qui s'appelle di- 
vidende , àfiri de pouvoir l'en soustraire ; mais 
pour • celé , il faut que le. diviseur soit de même 
espèce algébrique que le dividende , autrement 
l'algèbre, bien, loin d'aocorder le nombre de 
fois qu'il y est coiitenu ,• donneroit le nombre 
de fois qu'il en est exclui c^est**à-dire'y uA quo-- 
tient infini , comme il est facile de le prouver. 

Soit proposé de diviser + 12 par — 4^ 
quantités de différentes espèces algébriques, 
le dividende étant positif et le diviseur négatif. 
Comme la division n'est qu'une soustraction 
abrégée , si l'on ne veut point abréger la sous- 
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traction , îl faudra, pour avoir le quotient , faire 
la somme du nombre de fois que l'on sons- 
traira le diviseur du dividende, pour savoir 
combien déçois il y est contenu. Si donc on 
soustrait le diviseur — 4 du dividende + lâ , 

on au^a +12 4 ou +16 pour résidu , et t 

pour quotient. Si du résidu 16 oh retranche 
— — 4 î on aura +20 pour résidu , et 1 pour quo- 
tient. Si du résidu 20 on ôte — 4 » on aura 
20 — — 4 ou 24 pour résidu, et i pour quotient. 
Voyez l'opération ci-après. 

Dividende. Diviseur. Résidu. Quotient. 

+ ia — -f-4 +ie .H^r 

+ 16 ——4 4-ao ' -fij 

4J20 —'—4 +24 +i)sroo 

+fl4 ... .4 +28 4;i| 

+2^ ' . -) 'i> 4 +32 . +. I 

Il est visible dans cette opération, que le 
dividende augmentant continuellement au lieu 
de diminuer , le nombre des soustractions se* 
roît infini ; et parce que les unités du quotient 
expriment ce nombre , il s'ensuit que le quotient 
seroit infini. On ne conçoit pas comment les 
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algébristes oi^t pu dire + dans — et — dans + , 
et écrire -^ et -r-^ ce qui est unp absurdité j^ 
comme on vient de le prouver. 

Erreurs dans les Puissances» Pour former 
une seconde puissance ou un carré , les algé* 
brîstes donnent pour règle de multiplier la 
quantité elle-même par elle-mènie. Règle fausse, 
source d'erreurs d'où découlent les imaginaires, 
pour avoir exigé que le_ multiplicateur fû.t tou- 
jours de même espèce algébrique que le mul- 
tiplicande; et comme la chose est impossible, 
il ne faut pas être étonné si les imaginaires, qùî 
tirent leur origine de cette impossibilité, sont 
des êtres cliimériques et impossibles. 

Le multiplicateur est un nombre abstrait , 
parce que l'on fait abstraction dé Tespèce de 
ses unités , dont on ne considère qiiele nombre i. 
par exemple, on demande la seconde puissance 
de +6? On multiplie +5 par 6; Ton obtient? 
+ 35 pour la seconde puissance de + €. On? 
demande la seconde pxdssance de— 6? Ori 
multiplie —-6 par le même multiplicateur tf'^ 
et l'on a — 3Ç pour la seconde puissance de — 6 ç 
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par où l'on yoit que dans rordre négatif, bien 
loin de multiplier la quantité elle-même par elle- 
même , pour en obtenir le carré ou la seconde 
puissance , il faut la multiplier au contraire par 
une quantité positive opposée à elle-même. 
Telles sont les règles de la véritable algèbre^ 
du bon sens et du raisonnement , qui ne pro- 
duisentpoint d^imaginaires,et donnent toujours 
des puissances de même espèce que celle de 
leur racine. En effet , former la seconde puis- 
sance de —6, c'est écrire six fois — 6 i or, 
six fois — 6 donnent — 36 , puissance de même 
ordre et de même espèce que sa racine — 6. 

Erreurs dans T Extraction des racines. La 
racine d'une puissance est la quantité positive 
ou négative dont les répétitions ont formé la 
puissance. La racine de +^a est +a, qui a été 
répétée a fois. La racine de — aa est — a ^ 
qui a été répétée le même nombre de fois , 
e'est-à-dire , a fois. C'est donc une erreur que 
dô vouloir, extraire de U puissance positive 
+^^, la racine — ^ï, qui n'a concouru en rien 
à. sa formation, qui n'y est point contenue, et 
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qui détruîroit la racine positive + a , si elle 
étoit renfermée dans +aa. On voit par là la 
fausseté de la formule des équations du ae^ 
cond degré J^ l/^^ » q^i suppose un aUiage 
impossible , c^est-à-dire , une racine négative 
existant simultanément dans la même puissance 
avec une racine positive. 

3i c'est une erreur d'extreure +it et — - a de 
la même puissance positive + aa , c'est une 
autre «rreur de dire que la racine de — aa est 
une racine impossible , puisque —a répété +a 
fois ayant donné la puissance— â^^z, on doit, en 
revenant de la puissance à la racine , obtenir —^s 
de Tordre négatif^ comme on obtient de la puis-> 
sance + aa la racine + a, de même prdrequ'elle. 

Erreurs dans les Exposans. Les expo8an$ 
sont des petits chiffres placés, à droite et un 
peu au dessus de la lettre dont ils déterminent; 
la puissance. Ainsi dans -^-a^ 1^ petit chiure 4 
ex,prime la quatrième puissance de a. Ce petit 
chiffre est im signe d'abréviation qui indiqua 
le nombre de lettres qu'il faudroit accoler pour 
composez: la puissance $an$ abréviation^ d'o^ 
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il suit que 4*^^ dit la même chose que +aaaa 
dans l'ordi^e positif, et — ^^ dit la même chose 
que — aaaa dans l'ordre négatif. Le nombre 
des lettres qui composent une puissance , soit 
positive , soit négative , étant toujours positif, 
le petit chiffre exposant qui exprime ce noïnbre 
ne peut être que positif. C'est donc ume erreur 
de le faire négatif, et écrire a"^ au lieu de — û^. 
Quand il est question de donner la définition 
d'un exposant négatif, tous les auteuxs, en 
place de la définition qu'ils ne peuvent trouver , 
disent que ar^ répond à l'unité divisée par a^y 
ensorte que l'on a l'expression a'^ =z — ; ce 
qui est faux, parce que c'est — û:^ qui donne 
4, comme nous l'avons prouvé démonsti-ati* 



1 
a 

vement. I 



V Les algébrîstes disent que a'^^ vient de a^'"^ 
i=: ar^\ mais il est impossible que a'''' puisse 
aire autre chose que a^'^à^zin — a^ ^ dont 
l'exposant est positif et non négatif II y a des 
quatrièmes puissances négatives ; mais les moins 
quatrièmes puissances n'ont ni existence , ni 
possibilité. L'erreur des exposans négatifs vient 
4'avoir pris ttfi signe de division ^our un signe 
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de soustraction, et avoir fait a'^''^z=za^^*au 
lieu de — s:::!. On ne comprend pas comment 
on a pu donner a^ pour une expression de 
calcul^ puisque zéro, en qualité d'exposant, 
faisant la ibnction de multiplicateur , donnerbit 
/zo=^C) , et non a^ = i , comme on le prétend 
mal à propos. Nous avons fait voir que dans 
la somme2+2+2-:t-2— 2, le signe* — duder* 
iiier chiffre étoit un signe de Soustraction, ©t 
que dans le produit 2X2 X 2 x 2 — 2 ^ lé signe — ^ 
qui précède le dernier chiffre étoit un signe de 
division , qui réduit Texpression - produit au 
quotient -^ = 8. Là raison de ce procédé est 
toute simple ; une quanJtité engagée dans une 
autre par voie de multiplication , n'en peut être 
détachée que par l'opération opposée, qui est 
la division. Pareillement une quantité engagée 
dans ime autre par voie d'addition , n'en peut 
être détachée que. par l'opération contraire, 
qui est la soustraction. 

Erreurs dans lesLogarithmes. Les logarithmes 
sont des nombres en progression aritlmiétique , 
correspondant terme à terme àd'autres nombres 

2. 27 
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.en progression géométrique. L'auteur de la 
Science du Calcul donne la formule suivante , 
comme représentant le système ordinaire des 
logarithmes. 

-*-$ +4 +3 '*-» -t-i o -I -2 -} w4 —5 
looooo loooo looo i©o lo 1 r^ -î -^-^ .:— ' — ' 

lo loo leoo loooo looogo 

Quand on considère la progression géomé- 
trique de c^ système, il n'y a rien de défectueux ; 
tous les termes sont dans l'ordre positif, et le 
rapport est exactement lé même dans toute la 
suite. Mais quand on considère la progression 
aritlimétiqup , qui est celle des logarithmes ^ il 
.s^eii faut de beaucoup que l'on en puisse dire 
autant; c'est une suite amphibie , moitié posi- 
tive-, moitié négative ^ dont les termes subsé- 
quens détruisent et aniiullent les antécédens^ 
ensorte^que réduction faite de la valeur des 
^termes de la progression, elle se trouve égale 
k zéro. Examinons à présent la différence de 
cette progression aritlunétique. 

Dans une progression arithmétique , la dif- 
férence doit être la même entre deux termes 
xx)nsécutifs. Commençons par le terme positif 
.+4>;^t voyons si I4 môme différence régnera 
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entre les termes consécutifs. Si de +4 on ôte 
+3, on aura +i pour différence. Si de +3 
oh ôte +2 , on aura + 1 pour différence. Si de. 
+2011 ôte +1 , terme consécutif, on aura +1. 
Si de +1 on ôte zéro , on aura encore + 1 pour, 
différence ; mais à présent , <îomment de zéra, 
qiii n'est pas une quantité , mais Te^clusion de 
toute quantité, conséquemment qui ne peut 
rien contenir , en extraira-t-on la différence po?- 
sitive + 1 ? On voit par là que la progression 
arithmétique des logarithmes se termine à zéro y 
sans pouvoir le franchir; d'où il suit que les 
termes fractionnaires dé la progression géo-i 
métrique correspondante manquent totalqment 
de logarithmes , et que les logarithmes positifs, 
qui correspondent aux nombres entiers de la 
progression géométrique , sont les seuls vrais 
logarithmes. C'est donc une erreur que d'ad- 
mettre des logarithmes négatifs , d'autant plus 
que les logarithmes étant des exposans^ et n'y 
ayant point d'exposant négatif , il ne peut y 
avoir de logarithmes négatifs. 

Erreurs dans les Rapports. La condition la 
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plus essentielle, en fait de rapports , est l'homor 
• généité dans les termes de comparaison. On ne 
compare pas là couleur a avec l'odeur h , parce 
que les termes étant hétérogènes et d'espèce 
physique différente , ne peuvent avoir entre eux 
ime mesure commune; par la même raison on 
ne peut compcu^er la positive +^î ^vec la né- 
gative — ^, parce que les termes étant hétéro- 
gènes et d'espèce algébrique opposée jusqu'à 
se détruire , ne peuvent avoir une mesureconi- 
nxune, ni être contenus l'un dans 'l'autre. Ce- 
pendant tous les livres d'algèbre disent le con- 
traire, et prétendent que le positif est contenu 
dans le négatif , et le négatif dans le positif, 
ce qu'ils expriment de la manière suivante , 
4- et — ou tfL. et II— , et disent que le quotient 

est — ^, établissant par là des quotiens néga- 
tifs qui répugnent à la nature de la chose, 
puisqu'un quotient est* un nombre abstrait po- 
sitif, de même espèce ^ue le multiplicateur , 
avec lequel il ne diffère que de nom. En effet, 
le multiplicateur indique comhien de fois il 
faut ajouter le multiplicande pour en former 
le produit , et le quotient indique combien do 
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foî$ il faut le soustraire pour épuiser le pro- 
duit. Or, ce nombre de fois est égal de part 
et d'autre ; donc le quotient est un nombre de 
même espèce que le multiplicateur , c'est-à-dire , 
essentiellement positif. C'est donc une erreur 
d'admettre des quotiens négatifs qui donnent 
lés faux rapports mentionnés ci- dessus. Les 
seuls Trais rapports algébriques sont les sui- 
vans, — j, —7 ou +a: + fi^ et -^a:-^^, et ja- 
mais +/Z : — ^ ou — ûî : + ^. On peut soustraire 
Tin quotient positif + ^ , ce qui donnera — h ^ » 
expression dans laquelle le signe — est signe 
d'opération ; mais jamais le signe — ne doit 
faire partie du quotient et être signe de quantité. 

Erreurs dans les Proportiofis. On ne peut 
voir sans étonnement et sans une espèce de 
répugnance ces formules , +^2: — i::— è:+c, 
ou — 2: + 4::-f 4:— i i6, lesquelles, sons le 
nom de proportions géométriques, donnent des 
anti-proportions qui sont la honte du raison- 
nement. N'est-ce pas pécher contre la raison 
d'avancer que le moins est au plus , comme le 
plus est au moins? Est-il moins déraisonnable 
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de composer des proportions sans rapports? 
Or, quel rapport peut -il y avoir entre des 
quantités d'espèce opposée et qui se détruisent 
mutuellement , entre +a et — ^ , +4 et —16 ? 
L'algèbre elle-même constate le ridicule des 
prétendues proportions qui en sont composées , 
en dormant le produit des extrêmes diamétra- 
lement opposé à celui des moyens , ensorte que 
de — 1 4 +4: : +4 : — 1^, on extrait— 16=+ 16. 
Les proportions étant la partie dominante du 
calcul répandue dans toutes les parties des ma- 
thématiques , on ne peut trop les purger de 
pareilles erreurs. 

Une observation intéressante sur les pro- 
portions , est que toute proportion, soit dans 
l'ordre positif, soit dans Tordre négatif, est 
composée de deux rapports , dont l'un est né- 
cessairement pojsitif , ^arce qu'il sert de mul- 
tiplicateur au produit des extrêmes et au produit 
des moyens, ce que nqus avons exprimé par 
la formule +a:+b::\ \ ^ ,; c'est pourquoi 
s'il se rencontroit que Ton eût dans l'ordre 
négatif — ttz : — /^ : : — p : — ç ^ il faudroit 
changer la proportion en +mi+n:: — /? : — 7 / 
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+m serçit le multiplicateur des extrêmes , et 
+» le multiplicateur des moyens. 

Erreurs dans les Progressions. Les progres- 
sions sont des suites de proportions continues 
dont le même terme fait la fonction d'antécé- 
dent, relativement au terme qu'il précède, et 
de conséquent , relativement à celui dont il est 
précédé. Les progressions géométriques sont 
vraies, lorsque les conséquens des rapports 
sont homogènes et de même espèce algébrique 
que leurs antécédens , c'est-à-dire , positifs sî 
positifs , négatifs si négatifs ; telles sont les pro- 
gressions -f- 1 4-2-1-4+8+ i^î ^tc. ou — I —a 
'— 4— 8— iff, etc. Les progressions géométriquetr 
sont fausses , ou plutôt il n'y a point.de pn> 
gression, lorsque les conséquens des soi-disant 
rapports sont hétérogènes à leurs antécédens i 
c'est-à-dire négatifs , quand les ailtécédens sont 
positifs , et positifs quand les antécédens sont 
négatifs; telles sont les progressions -h 1—2+4 
>-8+i6— 32, etc. dans lesquelles , si l'on prend 
trois termes consécutifs , le carré du terme 
jnoyen. détruit .entièrement le produit des ex- 
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trèmes. Par exemple, en pr^iant — 2+4— 8, 
le carré du terme moyen +4, qui est + 16 , 
détruit le produit des extrêmes , qid est — 16. 
De pareilles progressions sont visiblement des 
chaînes d'erreur&. 

Erreurs dans les séries. Les séries sont des 
suites de termes algébriques ou numériques, 
dcmt les valeurs vont en augmentant ou en 
diminuant , relativement à Jia loi qui les dirige, 
lies sé^es s'appellent divergentes lorsqu'elle^ 
Yont en augmentant; elles prennent le nom de 
4x>nvergentes lorsqu Viles vont en diminuant. 
Xfes séries les plus ordinaires sont celles qui 
résultent des fractions réduites en des suites 
infinies. 

L'auteur de l'Analyse déterminée, pag, ia4, 
donne pour formule de pareilles suites , la sui- 
:Vante, i+a+a^+^^^+^^+a^ etc. extraite de 
la fraction — *, c'est-à-dire , de la division suc- 

cessive -de l'unité par — a. La fausseté de cette 
formule se 'fait spécialement remarquer dans 
l'application que l'auteur en fait aux valeurs 
numériques. Quand il substitue l'unité en place 
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de^/i de la formule, il obtient la suite iii£iiie 
d'unités simples, 1 + 1 + 1+1 + i» etc. qu'il 
prétend représenter un infiniment grand , parca 
que le dénominateur lui donne i — 1 = 0, et 
que la fraction se change en ^ , qui est l'expres- 
sion , dit-il, d'im infiniment grand, par la raison 
que zéro est Texpression d'un infiniment pçtit. 

Nous observerons sur cela, i^. que zéro dans 
le cas présent ne peut représenter un infiniment 
^ petit , lequel est censé être une quantité , et que 
o :=; 1 .^ 1 est un zéro absolu , qui indique une 
extinction totale de quantité; et parce qu'il ne . 
peut exister aucun rapport entre la quantité et 
la non-quantité ou> le rien absolu, il s'ensuit 
que ^ est une- ex][iression ridicule , qui indique- 
roit que l'unité niunérateur feroit partie du dé- 
nominateur zéro, c'est-à-dire de rien. Si la subs- 
titution de l'unité en pletce de a dans la formule 
donne de si étranges conséquences, la substi- 
tution de deux unités n'en donnera pas de moins 
surprenantes. 

ce Si l'on suppose/* =2 , dit le même auteur, 
4< notre suite devient = 1+2 + 4 +8+ i6+3a 
a +64, etc. à l'infini , et sa valeur doit être jr^ y 
a. 28 
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¥ c'est-à-dire -^±=— i;cequi^ aupremier coup- 
u d œil, semblera absurde. »> L'absurdité , bien 
loin de n'être qu'apparente, estune desmieirxxa- 
ractérisées. En effet, à qui pourra-t*on persuader 
que la râleur d'une suite infinie 5 non seulement 
en nombre d'unités , mais encore en progression 
ascendante de dimensions , soit moindre que 
zéro? De plus , on ne comprend pas comment 
1a substitution d'une seule unité dans la for- 
mule domte un infiniment grand, tandis que 
la substitution de deux unités donne moins 
. qu'un infiniment petit. Le vice de ces fausses 
suites procède du faux rapport —satz^^dont 
les termes, étant hétérogènes, ne peuventrendre 
que des séries feusses et ridicules. 

Le même auteur extrait encore de la fraction 
-^^ la formule cirante : « i— »+a*-**«^+«^ 
« — a% etc. en diâanl que si l'on pose atasx^ 
K on a cette ^ompm'Mson remarquable , ^r^ 
le 3»^2ai-r-i + i-*-'i+i— t + i-— I, etc. à 
c< l'infini. On y trouvera, ajoute->t-îl , qtselqu» 
« chose de eenttàdictoire^ (oar si on slatrète 
4< à — I , la série don^é iém^ éH si dn finit par 
K -|-T, elle donne i. Mais c'est là préelsétoens 
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€€ ce qui tranche le nœud, car puisqu^on doit 
€i continuer jusqu^à Tinfini, sans s^arrèter jamais 
« ni à -— X , ni à + 1 9 il ^st claûr que la somme 
« ne peut être ili zéro , ni un , et qu^il faut que 
« ce résultat final tienne un milieu entre ces 
€i deux et qu'il soit 7. » 

R. Il n'y a personne qui ne sente la £oiblesse 
et rinsuifisance d'un pareil raisonnement ; aussi 
est-il faux que la somme de cette série alterna- 
tive soit égale à 7, parce que si les termes de 
la suite sont pairs , en quelque nombre qu'ils 
soient y la somme est toujours égale à zéro , et 
si les termes sont impairs , la somme est tou-^ 
jours égale au premier terme , les suirans , en 
nombre pair, étant zzr 6. L'erreur dans le raison- ' 
nement et la fausseté dans l'opération viennent 
d'avoir pensé que l'on pouvoit diviser + par — 
et — par + , et d avoir effectué l'opération en 
conséquence de cette fausse supposition, ce qui 
a donuié mie suite de quotiens alternativement 
vrais et faux. I^es quotiens vrais sont ceux qui sont 
extraits des formules ±. et -=-. Les quotiens faux 
sont extraits des formules jn et ^. 
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Erreurs dans les Équations. Ce se^oît une 
erreur d^optique en regardant dans {in verre 
à facettes , de prendre les images répétées du 
même objet , pour autant d'objets réels diffé- 
rcns. C'est également une errem-dans les équa- 
tions composées de prendre les répétitions d'une 
même racine pour autant de racines de valeurs 
différentes. Afin de donner à cette comparaison 
l'éclaircissement qu'elle exige, nous dirons 
qu'une équation composée n'est autre chose 
qu'un produit dans lequel il n'y a qu'un seul 
multiplicande, lequel prend le nom de racine 
dans une équation composée. Soient, par 
exemple^, les équations simples, aîz=: 3, jk=4 5 
multipliant l'une par l'autre, onauraa;'^=r3 x 4 
• =3 -f 3+3+3, équation composée de l'imique 
ïacine 3 répétée quatre fois. Si à ces deux 
équations on ajoute 2 = 2, on aura pour pro- 
duit des trois facteurs, j:';k^ =3+3+3+3+3 
+3+3+3, équation composée de l'unique ra- 
cine 3 répétée huit fois. On voit par là qu'en 
augmentant le nombre des facteurs , on n'aug- 
mente pas, d^ns le même produit , le nombre 
des racines, mais seuleftientle nombre desrépé- 
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titions d'une même racine.Sîles répétitions d'une 
même racine n'en augmente pas le nombre , à 
plus forte raison les racines imaginaires nom- 
bres impossibles , n'en augmenteront-ils pas le 
nombre. 

C'est donc une chose contraire à la raison 
de dire que l'équation oî^ -— i = o a trois ra- 
cines cubiques , tandis que l'algèbre n'en donne 

qu'une , qui est l'unité , les deux autres r- 

-I-V^-3 . . N. . , p. 

çt -_ quj^ sont imagmaures et tout-à-fait 

nulles , ne pouvant rien ajouter à l'unité de 
racine. De l'unité de racine dépend la vraie 
tliéorie des équations ; théorie simple et satis- 
faisante , conforme à la raison , qui dicte que 
toute somme , tout produit doit être composé 
d'unités homogèiaes ; et parce qu'aucun produit 
n'est composé d'unités de fois , il s'ensuit que 
tout facteur multiplicateur ne peut faire partie 
d'un produit , ni être racine d'une équation 
quelconque, en qualité de multiplicateur. Si 
l'on dit que dans un rectangle qui est un pro- 
duit géométrique , la longueur et la largeur qui 
eu sont les facteurs sont des lignes de même 
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nature j qui entrent Tune et Vautre dans la com- 
position du rectangle, on répondra que cela 
n'est ni ne peut être ; car si Ton prend la lon- 
gueur pour multiplicande , il ne faudra pas la 
considérer comme un élément dé première di- 
mension, mais comme un élément de surface, 
c^est-à-dire^ cosuneun rectangle fort étroit, 
et la llg»« de Iwgçiir , comme une échelle dont 
les divisions îndi<jueçontle nombre de fois qu'un 
ou plusieurs de ces petits élémens pris pour 
multiplicande , doit être répété pour former le 
rectangle entier. La ligne de largeur sera donc 
composée d^unités de fois , unités d'un^ espèce 
bien différente de celles des imités qui com- 
posent les élémens desurfs^ce^ considérés comme 
multiplicande du produit géométrique. Si on 
prend la ligne de largeur pour multiplicande , 
la ligne de longueur représentera le multipli"" 
eateuf composQ d^unités de fois. 

C'est une autre erreur de faire dans la fa- 
brique des équations composées, aozszi^xzss5^ 
parce que lorsqu'une lettre a reçu sa détermi- 
nation , elle ne peut plus la changer dans la 
même opération. Donc si x eit déterminée 



w 
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comme sigiie à représenter 4 ^ il ne peut plus 
dans le même produit représenter 5 ; autrement 
on pourroit faire ce raisonnement très con* 
clùant,4=a;, 5=ra?: donc 4^=^=5. Déplus, 
xx représente un carré , et 4 x 5 représente uii 
rectangle ; donc le signe et là ùkose signifiée 
seroient inconùordanS et capables d^induire en 
erreur , si x avoit deux valeurs difiérentes» 

C'est encore une autre erreur d'eitraire d'une 
même puissance deux radnes hôn Seulement 
hétérogènes > mais insôciables et destructives 
Tune de Tautre; cependant les algébristes don* 
nent cet alliage impossible pour ptindpe gé- 
néral de solution dans les équations du second 
degré , en écrivant a? =: Hh v^4Sf asr iy , au liea 
d'écrire +x=:|/+49=:+7, et — ia:=|/— 49 
=—7, ce qui place chaque racine dans son 
ordfe respectif. M. Euler, dans sa fkmnule dea 
équations du second degré, x =-*t/^ - 1/^7PP+^, 
à Terreur du double signe ^ en ajoute une autre y 
qui est de rendre positif le carré de la quantité 
négative — {p^ en écrivant ^pp au lieu de — ^jcjk^. 
C'est pourquoi l'expressiofi corrigée de la (ùt* 
mule doit être +^âsr — {p ^x/^^pp^q , qi^ 
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donnera la première formule des équations- 
produits y et — a? = — «yo + [/^tPP — 9 pour 
la seconde. 

G^est encore une autre erreur concernant les 
équations , dé distinguer dans les quantités né7 
gatives des degrés pairs qui les rendent posi- 
tives , et des degrés impairs qui les conservent 
négatives; comme si —a; répété ^rfois pouvoit 
donner autre chose que — oxc, et — a; répété 
œx fois , autre chose que — odxx/ quantités Tune 
et Tautre qui sont du même ordre négatif, 
avec cette différence que les unités de — œco 
^ont de deux dimensions , et que celles de— o^x 
sont de trois, sans altération quelconque de 
leur ordre primitif. 

Erreurs dans V Application de V algèbre à 
la géométrie. La géométrie , telle qu'on l'en- 
seigne , n'étant autre chose qu'une algèbre 
figurée , doit nécessairement porter l'empreinte 
des erreurs d'algèbre que nous venons de ca- 
ractériser ; aussi se trouve-t-elle si défectueuse ^ 
qu'elle est impuissante à former un carré sur 
)ztie ligne donnée. On propose , par exemple , 
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de 'construire un carré sur l'ordonnée négative 
d'une parabole supposée placée à gauche de 
Taxe ; ce carré ne pouvant être ni négatif, lû 
positif, est un carré impossible. Il ne peut être 
négatif, puisque résultant de moins p^ moins 
il doit être positif; mais il ne peut être positif, 
n'étant pas à droite de l'axe , qui est le lieu des 
ordonnées et des carrés positifs. Il est donc 
impossible à une telle géométrie de construire 
un carré sur ime ligne donnée. 

^ Cette même géométrie , en faisant adhérer les 
ordonnées positives et négatives à un axe positif, 
réduit à rien la superficie des courbes à branches, 
symétriques, parce qu'il s'ensuit de cette adhé-^ 
rence , que l'axe divisant la courbe et sa super- 
ficie en deux parties égales , dont l'une com- 
posée d'élémens ou d'ordonnées positives , et 
l'autre d'ordonnées négatives , la seconde détruit 
la première et la réduit à zéro : car faisant la 
sommedes élémens positifs = + <^9 ^t cdie des 
élémens négatifs = — - j , on a pour résultat 

4- ^— - j=o. Il en seroit de même du paramètre 

de la courbe composé de deux ordonnées, Tune 

positive, l'autre négative, quidonueroit+^ — y 

2» 29 
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= o. Les imaginaires algébriques s^étendent 
aussi sur cette géométrie dont elles rongent les 
branches des courbes en faisant un dégât conr 
sidérable. Yoioi la description qu^en fait M. 
Cramer. 

a Ces ordonnées méritent encore plus d^ètre 
44 considérées ^ quand Téquation les donne ima* 
M ginaires ; quand elle les détermine à cesser 
^ d'être possibles , alors la courbe manque dans 
4< toute retendue, ou les ordonnées sont ima- 
ce ginaires». Elles manquent tout-à-fait; ou pour 
a mieax dire , Téquation ne représente aucuno 
M courbe , lorsque ces racines sont toutes ima^- 
« ginaires. Telle est l'équation jy+axr + rr 
4( =o , dont les racines/ = — y^ ( — rr— -axe) 
4< =oetjr=s:+|/(--irr— aMc)=:o, sont essen* 
a tiellement imaginaires) quelque valeur qu'on 
a donne kx. n 

On Toit par cet exposé le dégât que font les 
imaginaires dans la ^ométrie. Si à cette dégras- 
dation on ajoute odl^s que les erreurs d'algèbre 
c>dessus mentionnées occasionnent dans cette 
même partie , ^ comment est- il possible de 
<}ire que la géométrie et l'algèbre sont dans 
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tm degré de perfection auquel on ne peut rien 
ajouter? Il s'en faut de beaucoup que la chose 
soit ainsi. H y a en algèbre des vices d'orga- 
nisation que nous avons tenté de déraciner; 
mais comme les innovations sont sujettes à des 
contestations, nousn'avons rien trouvéde mieux 
pour les appaiser ^ que de proposer aux adver- 
saires les problêmes ci-après à résoudre , que 
nous accompagnerons de ce dilemme : Ou ils 
les résoudront, ou ils ne pourront les résoudre f 
s'ils les résolvent, ils sont en contradiction avec 
eux-mêmes, puisqu'ils les regardent comme 
insolubles ; s'ils ne peuvent les résoudre , ils 
seront forcés d'avouer que les principes qui en 
donnent la résolution^ sont préférables à des 
principes insuffiçans qui ne peuvent la donner. 
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PROBLÊMES A RESOUDRE , 

proposésauxadversairesdesprincipescontenus 
dans cet ouvrage. 

JlVÉsouDHE l'équation ^+a?a:+rr=o, en 
substituant des valeurs numériques à discrétion, 
aux valeurs littérales. 

II. 

Extraire la valeur des racines tant littérales 
que numériques, des expressions y^— a^, \^—b^j 
|/-i44,ï/-4845. 

III. 

Trouver rinconnue dont la différence do 
son carré à quatre fois sa valeur donne — 12. 

IV. 

Trouver un nombre tel que si à son carré 
on ajoute huit fois le même nombre , le tout 
fasse — 33. 

V. 

Trouver la valeur de l'inconnue, de laquelle 
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ayant soustrait — 7 , le carré de cette différence 
soit — i6. 

VI. 

Trouver un nombre tel que si on multiplie 
sa moitié par son tiers , et qu'au produit on 
ajoute la moitié du nombre cherché , le résultat 
soit — 3o, 

VII. 

On demande quel est le nombre dont la dif- 
férence entre son cube et six fois sa valeur est 

égale à — 40? 

y 1 1 1. 

Résoudre l'équation •— :r^ = — 6a?— 9. 

j 

IX. 

Résoudre l'équation — 0;^=:— Sx'^+S— 17. 

Résoudre l'équation — x^zzz — 3ox5+ 180^ 

— 275. 

Les problêmes ci-dessus sont réputés inso«« 
lubies à cause des imaginaires qu'ils renferment, 
quoique très solubles en faisant usage des nou- 
veaux principes qui n'admettent point de quau- 
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tités imaginaires* Ces derniers ont. donc une 
supériorité bien décidée siir cet objet; mais si 
Ton fait attention que plus on diminue les 
principes d'une science^ plus on leur donne 
d'étendue , selon la remarque des éditeurs de 
^Encyclopédie , dans Tavertissement qui est à 
la tête de leur ouvrage , on ne pourra plus 
douter de Tétendue que Talgèbre doit acquérir 
par la diminution considérable qui s^est £dte 
des principes yicieux et superflus dont on Tavoit 
surchargée, puisque les quatre règles de la mul- 
tiplication ont été réduites à deux , de même 
que les quatre règles de la division. 

Les racines d'une équation composée , dont 
le nombre étoit illimité , ont été réduites à ime 
seule. 

Toutes les racines imaginaires et leurs pré- 
tendues propriétés ont été réduites à rien. 

Les deux espèces d'exposans et de logarithmes 
ont été réduites aux seuls exposans et loga- 
aritlimes positifs. 

Des deux signes incompatibles qui précé^ 
doient la formule des équations du second degré, 
im seul a été conservé. 
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Lds mnltiplicateurs négatifs , de même qua 
les proportions et progressions géométriquet 
alternatives , ont été totalement supprimées. 

Toutes ces réductions et suppressions sonS 
autant de barrières rompues qui font rentrer 
Talgèbre dans Tétendue des domaines dont ell# 
avoit perdu jusqu^à présent la jouissance. Voilà 
donc des avantages inappréciables que les nouip 
veaux principes procurent à l'algèbre. On peut 
répéter ici ce qui a été dit à la fin de Y Expo i 
sition du Calcul des quantités négatives. 

Combien de fois a-t-on taxé la nature et 
l'observateur d'être en défaut^ tandis que 
ce toit le seul calculéUeur mal dirigé! 

On voit par là l'importance de la matière.! 
Des erreurs qui servent de principes au calcul y 
intéressent toute la société. U importe à chaque 
individu de ne pas errer méthodiquement et 
par principe. On peut rectifier des fautes d'inad^ 
vertance, en comparantropérationaveclarègle ; 
mais lorsque l'opération se trouve conforme aux 
règles , on agit en conséquence avec une entière 
sécurité, et croyant être dans le gîte de la vé- 
rité, on se trouve malheureusement dans celui 
de l'erreur. 
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G^est donc une nécessité indispensable d'ayoir 
•recours aux vrais principes et de purger les élé? 
mens d'algèbre, les institutions et les cours de 
3natliématique8 des erreurs dont nous avons 
fait précédemment Ténumération , afin d'effec- 
tuer la régénération du corps algébrique, dont 
les principes constitutionnels sont visiblement 
mauvais. 
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PROPOSITIONS 

démontrées dans le livre de F Exposition du 
Calcul des quantités négatives. 

I- 

J. oxjT produit est de l'espèce de son multi- 
plicande. 

II. 

Il n'y a point de multiplicateur négatif. 

III. 

Il n'y a point de proportion géométrique dont 
les extrêmes isoient négatifs et les «moyens po- 
sitifs , ou dont les extrêmes soient positifs et 
les moyens négatifs. 

IV. 

Les progressions alternatives ne sont point 
géométriques. 

V. 

Le multiplicateur ne fait point partie du 
produit. 

V I. 

Le midtipUcatèura'estpoint racine du produit. 
a. 3o 
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VII. 

IJn produit quelconque n'est composé qu« 
4^une seule racine et de ses répliques. 

VIII. 

Un produit se résout en autant de produits 
qu'il y û de facteurs. 

I X. 

Un produit quelconque résulte nécessaire* 
ment de + par + ou de — par +. 

X. 

Les carxés négatifs résultent de — par +^ 

XI. 

Aucune quantité ne peut être le produit d'elle- 
même par elle-même. 

XII. 

La racine d'un carré négatif est négative. 

XIII. 

II n'y a point d« racines imaginaires. 
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X I V^ . 

Il n'y a point d'Interruption dans la. descrîp* 
tion des lignes courbes. 

Une quantité positive ne peut devenir néga- 
tive , et une négative positive y que par voie do 
soustraction. 

XVI. 

Les formules du second degré à double signe^. 
comme "^ y/aS , sont fausses. 

X V I r. 

Le quotient d'une division quelconque est 
essentiellement positif. 

XVIII. 

Il n'y a point d'exposant négatif. 

XIX» 

Toute proportion géométrique est composée 
d'mi rapport abstrait et d'un rapport concret. 

X X. 

Les équations supérieures au premier degré 
ne sont que des produits. 
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XXI. 

Les équations d'un degré quelconque ne sont 
composées que d'une seule racine et dç ses 
répliques. 

, XXII. 

Une équation composée peut se résoudre en 
autant d'équations qu'elle a de facteurs. 

XXIII. 

Les ordonnées négatives doivent répondre 
à des axes négatifs. 

XXIV. 

La fraction ^=2^ , est une fraction ridicule 
résultat d'une supposition de quantité à valeur 
contradictoire. 
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